Unidad 2 - Fundamentos de la teoria de la probabilidad: probabilidad condicional, probabilidad total y Bayes

petroleo).

Una compaiiia clasifica las formaciones geoldgicas en tres tipos y asigna a un sitio las
probabilidades 0.35, 0.40 y 0.25 de ser de tipo I, I y II. Se sabe que hay petréleo en el 40
% de las formaciones de tipo I, en el 20 % de las de tipo Il y en el 30 % de las de tipo IIL
Determine:

= a) la probabilidad de encontrar petrdleo en ese sitio;
= b) si no se descubre petrdleo, la probabilidad de que la formacion sea de tipo II.

Resolucion. CUADERNO DE ESTUDIO INTENSIVO

1. A, B, C: la formacion es de tipo I, Il o IIl. D: hay petroéleo.

2. a) P(D) = 0.35(0.4) + 0.40(0.2) + 0.25(0.3) = 0.14 + 0.08 + 0.075 = 0.295.

3. b) Con la evidencia D: P(D | A) = 0.6, P(D | B) = 0.8, P(D | C) = 0.7. C d E b

4. Ramas: 0.21, 0.32 y 0.175; P(D) = 0.705 (comprobacién: 1 — 0.295 = 0.705). urso e mergenCIa
D)= %32 _ 64 _

5. P(B| D) = 2% = & — 0.4539.

Ejercicio 2.5.3 - Opcién maultiple: dos origenes Probabilidad y Estadistica

Adaptado de: ler final 2013-1, problema 2; repetido en el 1er final 2018-1, problema 2 (que pregunta por el inciso b).

Un alumno contesta una pregunta de opcién multiple con cuatro respuestas posibles. La
probabilidad de que conozca la respuesta correcta es 0.8, y la de que conteste al azar es
0.2. Si contesta correctamente, ;jcual es la probabilidad de que:

= a) efectivamente conozca la respuesta; Teoria breve, procedimientos y ejercicios de examen resueltos
= b) haya contestado al azar?
Resolucion.

1. S: el alumno conoce la respuesta; S: contesta al azar. C: contesta correctamente.

2. Datos: P(S) = 0.8, P(S) = 0.2. Si la conoce, contesta bien con seguridad: P(C | S) = 1.
Al azar acierta una de cuatro: P(C | S) = 0.25.

3. Ramas: 0.8(1) = 0.8 y 0.2(0.25) = 0.05; P(C) = 0.85.

4. Q) P(S|C) = % =0.9412.
5. b) P(S| C) = 322 = 0.0588. Comprobacion: 0.9412 + 0.0588 = 1.

Ejercicio 2.5.4 - Hipertension y tabaquismo: tabla de contingencia
Adaptado de: 2° final 2016-2, problema 2.

Para estudiar la relacion entre la hipertension arterial y los habitos de fumar se reunieron
estos datos de 180 individuos:

No fumadores =~ Fumadores Fumadores Total
moderados empedernidos
Con hipertensiéon 21 36 30 87
Sin hipertensiéon 48 26 19 93
Total 69 62 49 180

Version 1.0 - 2026 - CC BY-NC-SA 4.0

Se elige una persona al azar. Determine la probabilidad de que:
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Unidad 2 - Fundamentos de la teoria de la probabilidad: probabilidad condicional, probabilidad total y Bayes

Origen P() P(D|-) Rama P(-| D)
A 0.45 0.01 0.0045 0.2571
B 0.35 0.02 0.0070 0.4000
C 0.20 0.03 0.0060 0.3429
X 1 0.0175 1

Resolucion.

1. P(D) = 0.0045 + 0.0070 + 0.0060 = 0.0175.

2. a) P(D) =1—0.0175 = 0.9825.

P(B) P(D|B .

3. b) P(B| D) = HBEEE — 40070 _

4. Comprobacién con 10 000 recipientes: A produce 4500, de los que 45 son de-
fectuosos; B produce 3500 (70 defectuosos) y C 2000 (60 defectuosos). Hay 175
defectuosos, y 70 de ellos son de B: % =04.

5. Resultado: la probabilidad de que un recipiente no sea defectuoso es 0.9825; si
esta defectuoso, la probabilidad de que venga de B es 0.4. El equipo B produce
el 35 % de los recipientes, pero el 40 % de los defectuosos: la evidencia cambid la
probabilidad.

2.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2.5.1 - Impresoras: Bayes con evidencia negativa

Adaptado de: ler final 2014-1, problema 2.

Un centro de computo tiene tres impresoras A, B y C. Las probabilidades de que un trabajo

se envie a A, By C son 0.6, 0.3 y 0.1. Las probabilidades de que el papel se atore y el

trabajo se destruya en A, By C son 0.015, 0.05 y 0.04. Determine:

= a) si el trabajo se atord, la probabilidad de que se haya enviado a la impresora B;

= b) si el trabajo se imprimié correctamente, la probabilidad de que se haya enviado a la
impresora A o alaC.

Resolucion.

1. A, B, C: el trabajo se envia a esa impresora. D: el trabajo se atora.

2. Ramas: 0.6(0.015) = 0.009, 0.3(0.05) = 0.015, 0.1(0.04) = 0.004; P(D) = 0.028.

3. a)P(B| D) = % =0.5357.

4. b) La evidencia es D, con P(D | A) = 0.985, P(D | B) = 0.95, P(D | C) = 0.9 y
P(D) =1-10.028 = 0.972.

5. Ay C son excluyentes, asi que en el numerador se suman sus ramas: 0.6(0.985) +
0.1(0.96) = 0.591 + 0.096 = 0.687.

6. P(AUC | D) = 297 = 0.7068.

03(0.95) _ ,  0.285

7. Comprobacién: 1 — P(B| D) =1— =2 =1

0.972 o972 = 0-7068.

Ejercicio 2.5.2 - Formaciones geoldgicas: «si no hay petroleo»

Adaptado de: 1er final 2015-1, problema 2; repetido en el ler final 2016-1, problema 2 (con depésitos de agua en lugar de
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Unidad 2 - Fundamentos de la teoria de la probabilidad: probabilidad condicional, probabilidad total y Bayes

3. P(B| D) = —P<BI>JZ%"B>

4. Si se pregunta por dos origenes a la vez (A o C), como son excluyentes, se suman sus
ramas en el numerador.

2.3.4 Tabla de contingencia
1. Identifica la fila o columna del «dado que»: su total es el nuevo denominador.

2. P(H|B) = %; los totales generales se cancelan.

3. Siel evento es una unién de columnas («moderado o empedernido»), suma las celdas.

2.3.5 Algebra de eventos

P(ANE)
PE)

2. Si E es una unioén, desarrolla con inclusién y exclusion:

1. Escribe la condicional con la definicién: P(A | E) =

P(AB) + P(AC) — P(ABC)
P(B) + P(C)— P(BC)
P(AC) + P(BC) — P(ABC)
P(C)

P(A|BUC) =

P(AUB|C) =

3. Sustituye los datos de la tabla y simplifica.

2.3.6 Independencia y sistemas

1. Para probar independencia, compara P(A N B) con P(A) P(B).

2. En un sistema, reduce bloque por bloque: los bloques en paralelo con 1 —[](1 — p;);
los bloques en serie, multiplicando.

3. «Exactamente uno de tres» con probabilidad p cada uno: hay 3 formas excluyentes,
cada una con probabilidad p(1 — p)?; se suman.

4. «Alo mas dos de tres»: es mas corto el complemento, 1 — P(los tres) = 1 — p°.

2.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: ler final 2016-2, problema 2.

Una fabrica produce recipientes de cocina con tres equipos. El equipo A produce el
45 % de los recipientes, con un 1 % de defectuosos; el B, el 35 %, conun 2 %; y el C,
el 20 %, con un 3 %. De la produccion almacenada se escoge un recipiente al azar.
Determine la probabilidad de que:

= a) no sea defectuoso;

= b) sea del equipo B, si se observa que esta defectuoso.

Datos. A, B, C: el recipiente se produjo en el equipo A, B o C. D: el recipiente es
defectuoso. P(A) = 0.45, P(B) = 0.35, P(C) = 0.20 (suman 1); P(D | A) = 0.01,
P(D | B) = 0.02, P(D | C) = 0.03.

Planteamiento. a) Probabilidad total y complemento. b) Teorema de Bayes, con D
detras de la barra.
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Presentacion y como usar este cuaderno

Presentacion y como usar este cuaderno

Este cuaderno esta pensado para quien tiene que aprobar Probabilidad y Estadistica en
poco tiempo: en un examen extraordinario, en un final o tras varias semanas sin estudiar
la materia.

Sigue el orden de los temas del programa de la asignatura:

. Anélisis estadistico de datos muestrales.

. Fundamentos de la teoria de la probabilidad.

. Variables aleatorias.

. Modelos probabilisticos comunes.

. Variables aleatorias conjuntas.

. Distribuciones muestrales.

. Manejo de datos bivariados.

NN G WO =

Cada unidad se ensefia igual que en clase: objetivo, conceptos, ejemplo resuelto y ejercicios.
La diferencia es que todo esta recortado a lo que se pregunta en los exdmenes.

Objetivo de la asignatura (programa). El alumno aplicara los conceptos y la meto-
dologia basicos de la teoria de la probabilidad y la estadistica, para analizar algunos
experimentos aleatorios que ocurren en la naturaleza y la sociedad, resaltando los corres-
pondientes a la ingenieria.

De donde salen los ejercicios.

= Los ejercicios se adaptaron de los 18 examenes finales de Probabilidad y Estadistica
de 2011-1 a 2018-1 (primero y segundo final de cada semestre), con sus resoluciones
publicadas.

= Cada ejercicio indica el examen del que se adaptd, y todas las resoluciones se verificaron.

= Las resoluciones son propias. Cuando el valor obtenido no coincide con el de una
resolucién publicada, la diferencia se anota en el Apéndice C (Fe de erratas).

Como usar este cuaderno

Cada unidad tiene la misma estructura:

1. Un recuadro de Instrucciones de emergencia: cuanto sale en el examen, cuanto
tiempo dedicarle y la ruta corta.

. Conceptos y expresiones, en tono de libro.

Coémo reconocer el problema: una tabla que lleva del enunciado al procedimiento.

Procedimientos, paso a paso.

Ejemplo resuelto.

. Ejercicios de examen resueltos.

. Ejercicios propuestos, solo con el resultado. Las resoluciones completas estan en el
Apéndice E.

8. Errores frecuentes, formulario de la unidad y procedimiento recomendado en

el examen.

No v e

Material necesario: calculadora, formulario y las tablas de la distribucion normal es-
tandar, t de Student y ji cuadrada; el examen permite formulario y tablas. E1 Apéndice A



Presentacién y como usar este cuaderno

retne el formulario completo y la lista de tablas.

Ruta de 5 semanas (unas 12 horas por semana).

= Cada dia: 2 bloques de 90 minutos, de dos unidades distintas, y 30 minutos de cierre.
En el cierre se anotan los errores del dia y se elige el primer ejercicio del dia siguiente.

= Cada sabado: un examen completo de 2 horas, cronometrado, y la revision con las
resoluciones.

Semana Unidades

1 (estadistica descriptiva) y 7 (regresion y correlacion)

2 (probabilidad condicional y Bayes) y 6 (distribuciones muestrales)
3 (variables aleatorias) y 5 (variables conjuntas)

4 (modelos probabilisticos) y repaso de errores

Examenes completos y Apéndice A

[ B O R R

El orden va de lo méas seguro y mecanico a lo que exige reconocer el modelo (véase la
Unidad 0).

Ruta de 2 semanas.

= Unidades 1, 7, 2 y 6, con sus ejercicios de examen.

= Unidad 3, solo los procedimientos y el ejemplo.

= Un examen completo cada 3 dias.

= Formulario del Apéndice A todos los dias.

Regla de emergencia. Nunca dos dias seguidos sin estudiar. Un dia minimo (30 minutos
y un ejercicio) cuenta como dia cumplido.

Licencia

© 2026 luigisrs.me. Esta obra esta bajo una licencia Creative Commons Atribucion-
NoComercial-CompartirIgual 4.0 Internacional (CC BY-NC-SA 4.0): https://
creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es

Puedes copiarla, distribuirla y adaptarla con fines no comerciales, siempre que cites al
autor (luigisrs.me) y compartas las adaptaciones con la misma licencia.

Los enunciados de los examenes se citan como fuente y pertenecen a sus autores. Las
referencias completas estan en el Apéndice D.

Unidad 2 - Fundamentos de la teoria de la probabilidad: probabilidad condicional, probabilidad total y Bayes

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

«el resto», «el complemento» el origen que falta: 1— los 231
demas

una tabla con conteos y totales probabilidad condicional en 234
una tabla de contingencia

se dan P(A), P(AB), P(ABC)... algebra de eventos 235

«dado que» y se da P(A N B) condicional directa PS;L(\%B ) 235

directamente

«y ademds», «<ambos», «que no esté  interseccién: se multiplica, no  2.3.2

defectuosa y sea de A» se divide

«independientes», «en serie», «en independencia 2.3.6

paralelo»

2.3 Procedimientos

2.3.1 Definir los eventos y los datos

1. Define con palabras los origenes: «A: la pieza se fabricé en la maquina A», y asi con

ByC.

2. Define la evidencia: «D: la pieza es defectuosa». Su complemento es D.
3. Los porcentajes «de la produccion» son P(A), P(B), P(C) y deben sumar 1. Si falta uno,

es el complemento de los demas.

4. Los porcentajes «de las piezas de A, el 6 % es defectuoso» son condicionales: P(D |

A) = 0.06.

5. Subraya la palabra «si» o «dado que»: lo que viene después va detras de la barra.

2.3.2 Probabilidad total y Bayes
1. Arma la tabla:

Origen P() P(D|-) RamaP()P(D|-) P(|D)=rama=+3%
A

B

C

s 1 P(D) 1

2. La suma de la columna de ramas es P(D) (probabilidad total).

w

. Para Bayes, divide la rama que se pregunta entre P(D).

4. Si se pide la probabilidad de que ocurran dos cosas («y ademés»), la respuesta es la
rama misma: P(A N D) = P(A) P(D | A). No se divide.
5. Comprueba que el resultado esté entre 0 y 1y que las a posteriori sumen 1.

2.3.3 Evidencia negativa

1. Sila evidencia es «no ocurrié» (D), cambia cada dato: P(D | A) =1 — P(D | A).
2. P(D) = 1 — P(D), o bien la suma de las ramas nuevas.
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Unidad 2 - Fundamentos de la teoria de la probabilidad: probabilidad condicional, probabilidad total y Bayes

Axiomas y teoremas. Para cualquier evento, 0 < P(A) < 1y P(S) = 1;si Ay Bson
mutuamente excluyentes, P(A U B) = P(A) + P(B). De ahi se deducen:

P(A)=1-P(A), P(@) =0, P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B)

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC)

= Leyes de De Morgan: AUB=ANByAnB=AUB.
= Notacién abreviada: P(AB) = P(A N B).
Probabilidad condicional. La probabilidad de A dado que ocurrid B es

P(ANB)

P(A|B) = PB)

P(B) >0

Saber que ocurrié B reduce el espacio muestral a B. De la definicion sale la regla de la

multiplicaciéon: P(A N B) = P(B) P(A | B) = P(A) P(B | A).

Independencia. A y B son independientes si P(A N B) = P(A) P(B), o sea, si P(A | B) =

P(A): saber que ocurrié uno no cambia la probabilidad del otro.

= Componentes independientes en serie (deben funcionar todos): P = p;p, -+ pp.

= Componentes independientes en paralelo (basta uno): P = 1—(1—p)(1—py) - (1—py).

= No hay que confundir independientes con mutuamente excluyentes: dos eventos exclu-
yentes con probabilidad positiva no son independientes.

Probabilidad total y teorema de Bayes. Si By, ..., By forman una particién de S (los
origenes) y D es un evento cualquiera (la evidencia):

P(B,) P(D | B,)
Y5 P(B)P(D|B)

k
P(D)= ) P(B)P(D|B),  P(B|D)=
i=1

= P(B;) son las probabilidades a priori; P(B, | D), las probabilidades a posteriori. Las a
posteriori suman 1.

= En un diagrama de arbol, cada rama vale P(B;) P(D | B;); la probabilidad total es la
suma de las ramas y Bayes es «la rama que se pregunta entre la suma de las ramas».

2.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«el 35 % de la produccion sale de A...  datos P(A) y P(D | A) 2.3.1

de A, el 6 % es defectuoso»

«;probabilidad de que sea probabilidad total P(D) 232
defectuoso?» (sin condicién)

«si resultd defectuoso, jprobabilidad  Bayes P(B | D) 232

de que venga de B?»

«sino es defectuoso», «si se Bayes con D 233

imprimio correctamente»
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Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Instrucciones de emergencia

= Tiempo: 20 minutos. Léela completa antes de cualquier otra unidad.
= Para qué: decidir donde invertir el tiempo. No todos los temas valen lo mismo.

0.1 Cémo es el examen

Segun los 18 examenes finales de 2011-1 a 2018-1:

= Duracién: 2 horas (2.5 horas en 2011-1 y 2012-1).

= Problemas: 7, de 10 a 20 puntos cada uno, que suman 100 (6 problemas en 2011-1).
Algunos examenes piden resolver solo 6 de los 7.

= Plantilla fija: cada problema corresponde casi siempre a una unidad de este cuaderno
y en el mismo orden: el problema 1 es de estadistica descriptiva, el 2 de probabilidad
condicional, y asi hasta el 7, de regresion.

= Material: se permiten calculadora, formulario y tablas de las distribuciones normal
estandar, t y ji cuadrada. E1 Apéndice A retne el formulario completo y la lista de tablas.

= Opcion multiple: algunos exdmenes incluyen un problema de opcion maltiple, casi
siempre el de regresion.

= Resoluciones publicadas: definen cada evento o variable con palabras («Sea X el
namero de...»), escriben el modelo (X ~ Poisson(4)) y justifican el uso de un teorema
(«como n > 30, por el teorema del limite central...»). Conviene escribir igual.

0.2 Qué tan seguido sale cada tema

Frecuencia en los 18 finales de 2011-1 a 2018-1:

Unidad Tema Frecuencia Puntos

1 Estadistica descriptiva: tablade 16 de 18 10-15
frecuencias, media, mediana,
moda, s, cv, sesgo

2 Probabilidad condicional, 18 de 18 10-15
probabilidad total y Bayes

3 Variable aleatoria: constante k, 17 de 18 10-20
Fx, probabilidades, media y
variancia

4 Modelos: binomial, Poisson, 16 de 18 como problema propio, 15-20
exponencial, normal, uniforme  y en los otros 2 dentro de un

problema de otra unidad
5 Variables conjuntas: 18 de 18 15-20

marginales, condicionales,
independencia, covariancia



Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Unidad Tema Frecuencia Puntos
6 Distribuciones muestrales: 16 de 18 (la ji cuadrada, en 2) 10-15
teorema del limite central y
media muestral
7 Regresion lineal y correlacion 18 de 18 10-20
Observaciones:

» Los siete temas salen en casi todos los exdmenes: el examen es una plantilla.

= Las ausencias se concentran en los exdmenes mas antiguos: los dos finales de 2011-1
tienen 6 problemas y no incluyen estadistica descriptiva; el 2° final de 2012-1 no incluye
distribuciones muestrales.

= Los problemas se reciclan: algunos planteamientos se repiten casi idénticos entre
semestres. Resolver exdmenes anteriores es la mejor preparacion.

= Del programa casi no se evaltian: los niimeros aleatorios y el uso de paqueteria (temas
1.3, 4.6 y 6.2), la distribucién normal bivariada (5.5) y la distribucién t (6.5).

0.3 Orden de estudio por puntos

1. Unidad 1 (estadistica descriptiva) y Unidad 7 (regresién): son pura receta con tabla y
calculadora; juntas valen de 20 a 30 puntos.

2. Unidad 6 (teorema del limite central): una formula, una division y una lectura de tabla.

3. Unidad 2 (probabilidad condicional y Bayes): casi siempre «tres origenes y una pieza
defectuosa».

4. Unidad 3 (variable aleatoria) y Unidad 5 (variables conjuntas): la misma idea, sumar
o integrar.

5. Unidad 4 (modelos probabilisticos): lo dificil es reconocer el modelo, no la cuenta.

Si el tiempo no alcanza, se recorta en este orden:

1. La distribucién ji cuadrada.

2. Las distribuciones geométrica, Pascal e hipergeométrica: solo reconocerlas.
3. Las conjuntas continuas en regiones no rectangulares.

No conviene recortar:

= la estadistica descriptiva;

= la regresion;

= Bayes;

= el teorema del limite central.

0.4 En el examen (120 minutos)

1. Lee todo el examen (5 min) y reparte el tiempo segiin la puntuaciéon de cada
problema: unos 15 minutos por problema.

2. Empieza por los que reconozcas mejor, normalmente regresion y estadistica descriptiva.

3. Define cada evento o variable con palabras y escribe el modelo y la férmula antes de
sustituir.

Unidad 2 - Fundamentos de la teoria de la probabilidad: probabilidad condicional, probabilidad total y Bayes

Unidad 2 - Fundamentos de la teoria de la probabilidad:
probabilidad condicional, probabilidad total y Bayes

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno comprendera el concepto
de probabilidad, asi como los teoremas en los que se basa esta teoria.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en los 18 finales de 2011-1 a 2018-1, casi siempre como
problema 2. Vale de 10 a 15 puntos.
= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 2.1 (15 min).
2. Sigue el ejemplo 2.4 tapando la resolucién.
3. Resuelve los ejercicios 2.5 con cronémetro (10 min cada uno).

2.1 Conceptos y expresiones

Experimento aleatorio y espacio muestral. Un experimento es determinista si, repetido
en las mismas condiciones, da siempre el mismo resultado; es aleatorio si el resultado no
se puede predecir. El espacio muestral S es el conjunto de todos los resultados posibles, y
un evento es cualquier subconjunto de S. Los eventos se nombran con letras mayusculas y
se definen con palabras: «D: la pieza es defectuosa».

Término Significado

no ocurre A
ocurren Ay B

Complemento A
Interseccion AN B

Unién AU B ocurre A, o B, o ambos

Mutuamente excluyentes A N B = @: no pueden ocurrir juntos
Colectivamente A;UA, U - U Ag = S: alguno ocurre siempre
exhaustivos

Particién eventos mutuamente excluyentes y colectivamente

exhaustivos

Asignacion de probabilidades.

n(A)

LON

= Frecuentista: P(A) es el limite de la frecuencia relativa de A al repetir el experimento
muchas veces.

= Subjetiva: P(A) es el grado de creencia de un experto.

= Clasica: si los n(S) resultados son igualmente probables, P(A) =

Analisis combinatorio. Para contar n(A) y n(S):

n!

WP = m (no importa el orden)

n n!
(importa el orden), = —
r) rl(n—r)
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9. Escribir el cv como porcentaje suelto («14.79») y compararlo mal. Es un cociente: 4. Cada inciso se califica por separado. Plantea la féormula y sustituye aunque el inciso
0.1479 contra 0.15. anterior no haya salido.
10. «Tiene sesgo» y «es insesgada» son opuestos. Si a; # 0, los datos no son insesgados. 5. Si el examen pide 6 de 7, descarta el que menos reconozcas.
11. Redondear antes de tiempo. Arrastra 3 o 4 decimales en %, s y las columnas. 6. Reserva 10 minutos al final para revisar que cada probabilidad esté entre 0 y 1y que

cada resultado tenga su frase de interpretacion.
1.8 Formulario de emergencia de la unidad

f . . . fr. inftfr. 0.5 Formulario de emergencia

= Fronteras = limites + media unidad - ¢ = frontera sup - frontera inf - x; = w . &

Fm =n El formulario completo de todas las unidades est4 en el Apéndice A. Como el examen
- g=1 2 Xfi %= Liys + /2 Fau . . Xmo = Linf + 3 A+1A ¢ permite .f'ormulariio, conviene escribirlo a mano, desde cero, unos minutos cada dia: copiarlo

z<x O T E 5 /n ’ es también estudiarlo.

. i S P sev = i (< 0.15 homogéneos)
= L0 A fay = -y = I contra 3
. Sesgo posmvo Xmo < X < i negatlvo: X <X < Xy
= Sin agrupar: X = L% . mediana en la posicién ";1 -5 Z);:lnx

= QOjiva: (frontera superior, F;) desde (primera frontera, 0)

1.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. La tabla completa: fronteras, x;, f;, F; y las columnas de productos que se vayan a usar.

2. Cada férmula escrita antes de sustituir, con la fila de la mediana y la de la moda
sefialadas.

3. Media, mediana y moda; luego s, cv y as, en ese orden.

4. La comprobacién del signo de a3 con el orden de las tres medidas.

5. Una frase de conclusion con unidades: «los datos son homogéneos», «sesgo negativo»,
«el peso promedio es 3.16 kg».

Si no se encuentra el camino, la tabla bien hecha y las formulas con los datos sustituidos
ya valen buena parte del problema.
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Unidad 1 Anélisis estadistico de datos muestrales: tablas de
frecuencias, tendencia central, dispersion y sesgo

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno podra describir los datos
de una muestra y obtener las medidas descriptivas mas significativas.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en 16 de los 18 finales de 2011-1 a 2018-1, siempre como
problema 1 (solo falta en los dos de 2011-1). Vale de 10 a 15 puntos.
= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 1.1 (15 min).
2. Sigue el ejemplo 1.4 tapando la resolucién.
3. Resuelve los ejercicios 1.5 con cronémetro (15 min cada uno).

1.1 Conceptos y expresiones

Poblacién y muestra. La poblacion es el conjunto completo de elementos que interesa
estudiar; la muestra es la parte de ella que efectivamente se mide. La estadistica descriptiva
resume la muestra con pocos nimeros: déonde esta su centro, qué tan dispersa es y qué
forma tiene.

Tabla de distribucién de frecuencias. Cuando hay muchos datos, se agrupan en m
clases. Para cada clase i:

Elemento Definicién

Limites de clase
Fronteras de clase
Longitud de clase

los valores escritos en la tabla, por ejemplo 10-19, 20-29
los limites + media unidad de medida: 9.5-19.5, 19.5-29.5

¢ = frontera superior - frontera inferior = x, — x;
_ frontera inferior+frontera superior

Marca de clase X; >
fi: nimero de datos en la clase
E=fi+-+ f;ladltimaes F, =n

*_fi « _ B S 1es *
fi _EyFi _;,laultlmaF vale 1

Frecuencia absoluta
Frecuencia acumulada

Frecuencias relativas

= Silos limites son enteros, las fronteras se obtienen con +0.5; si tienen un decimal, con
+0.05; si tienen dos, con +0.005.
= Al construir una tabla desde los datos se usan unas /n clases (entre 5y 20) y ¢ =

rango . .
—_[mB% __ 'iedondeado hacia arriba.
namero de clases

Graficas.

= Histograma: barras pegadas, levantadas sobre las fronteras, con altura f;. Si el enunciado
da un histograma, la altura de cada barraes fiyn =7, f.

= Poligono de frecuencias: une los puntos (x;, f;).

= Ojiva: gréfica de la frecuencia acumulada. Une los puntos (frontera superior, F;), empe-
zando en (primera frontera inferior, 0).
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Ejercicio propuesto 1.6.5

Adaptado de: ler final 2013-1, problema 1.

Los ingresos familiares (en miles de pesos) de 80 familias se agruparon en las clases 1-4,
5-8, 9-12, 13-16 y 17-20, con frecuencias 14, 18, 12, 16 y 20. Determine:

= a) la ojiva;

= b) la media, la mediana y la moda;

= ) el tipo de sesgo, a partir de b);

= d) el coeficiente de variacion.

Resultado: x = 11, X = 11.167, x,,, = 17.167; sesgo negativo; cv = 0.531.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 99.

Ejercicio propuesto 1.6.6

Adaptado de: 2° final 2018-1, problema 1.

Se midi6 la longitud (en mm) de 1000 piezas, con fronteras 78.5-79.5, 79.5-80.5, 80.5-81.5
y 81.5-82.5, y frecuencias 40, 750, 150 y 60. Determine:

= a) el histograma;

= b) la moda y la media, e indique qué significa cada una.

Resultado: moda 80 mm (marca modal; con la férmula, 80.042 mm); ¥ = 80.23 mm.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 100.

Ejercicio propuesto 1.6.7

Adaptado de: ler final 2016-1, problema 1.

Del histograma de los camiones que incumplieron requerimientos se leen las marcas 11.75,
22.26, 32.77, 43.28 y 53.79, con frecuencias 5, 7, 3, 2 y 3. Calcule el coeficiente de variacion.

Resultado: x = 28.0405, s = 14.6566, cv = 0.5227: datos heterogéneos.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 100.

1.7 Errores frecuentes

1. Tomar n como el niimero de clases o de barras. n es el nimero de datos: el dltimo
F, 0 la suma de las alturas del histograma.

2. Usar limites en lugar de fronteras en la mediana y la moda (10 en lugar de 9.5). Con
limites decimales, la media unidad es 0.05 o 0.005.

3. Calcular ¢ como diferencia de limites: 10-19 tiene ¢ = 10, no 9.

4. Confundir f con F. F solo sirve para localizar la clase mediana y para Fu;; fieds A1y
A, usan frecuencias absolutas.

5. Mediana agrupada con "—;1 En datos agrupados se interpola en g La posicién
es solo para listas sin agrupar con n impar.

n+1

. . . X Ji .
6. Promediar sobre las frecuencias: la media es X‘T’f’ nunca un promedio de las f;.

7. Mezclar divisores: s® se divide entre n — 1; ms, entre n.
8. Usar el coeficiente de Pearson 3(x — X)/s cuando se pide el coeficiente de sesgo: es
a3 = m3/s°. Pearson sirve solo para confirmar el signo.

17
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5. Resultado: x = 6.729 y s = 0.051 centésimos de pulgada. Las clases 6.695-6.735 y
6.735-6.775 empatan con la mayor frecuencia: la muestra es bimodal.

1.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.1.

Ejercicio propuesto 1.6.1

Adaptado de: ler final 2015-1, problema 1.

Un hospital elaboré un histograma con los pesos (en kg) de los recién nacidos de una
muestra: marcas 2.6, 2.9, 3.2, 3.5 y 3.8, con alturas 3, 7, 10, 7 y 1. Determine:

= a) el peso promedio;
= b) la moda;
= ¢) la variancia de la muestra.

Resultado: & = 3.157 kg; x,,, = 3.2 kg; s> = 0.0981 kg®.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 99.

Ejercicio propuesto 1.6.2
Adaptado de: 2° final 2016-2, problema 1.
La resistencia a la ruptura (en kgf/cm?®) de 100 muestras de concreto se agrupd en clases

con limites 197-216, 217-236, ..., 297-316 (marcas 206.5, 226.5, ..., 306.5) y frecuencias 3,
18, 33, 35, 9 y 2. Calcule el coeficiente de variacion.

Resultado: x = 253.5, s = 20.768, cv = 0.0819: datos homogéneos.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 99.

Ejercicio propuesto 1.6.3
Adaptado de: 2° final 2016-1, problema 1.
La concentracion de particulas dafiinas medida durante 35 dias se agrup6 con fronteras

2.5-5.5,5.5-8.5, ..., 17.5-20.5 y frecuencias 2, 3, 7, 9, 9 y 5. Determine si la distribucion es
sesgada y justifique.

Resultado: x = 13, X = 13.333, modas 13 y 16 (marcas), a; = —0.380: sesgo negativo.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 99.

Ejercicio propuesto 1.6.4

Adaptado de: 2° final 2017-1, problema 1.

Los kilometros que recorren 10 alumnos se agruparon con fronteras 0-10, 10-20, 20-30 y
30-40, y frecuencias 2, 4, 3 y 1. Determine:

= a) la ojiva;

= b) el nimero promedio de kilémetros.

Resultado: puntos (0, 0), (10, 2), (20, 6), (30, 9), (40, 10); X = 18 km.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 99.
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Medidas de tendencia central (datos agrupados).

n

2=
fmed

= Mediana X: deja la mitad de los datos a cada lado. La clase mediana es la primera con
E > g; Liny es su frontera inferior, Fy, la frecuencia acumulada de la clase anterior y
fmed su frecuencia absoluta. La formula es una interpolacién lineal en la ojiva.

= Moda x,,,: valor mas frecuente. La clase modal es la de mayor f; Ay = f0 — famt
Yy Az = fmo — fsig (frecuencias absolutas de las clases vecinas; fuera de la tabla, la
frecuencia es 0). Muchas resoluciones dan también la aproximacion x,, = marca de la
clase modal.

— Fan Aq

C, meZLinf'f‘mC
1 2

m

1 Z -

X = ; Xiﬁ, x:me-f-
i=1

Medidas de dispersion.

szzfl _ [0 ):lzfz)z

m
Z(xi —-x)?f = — -1 s= \/37, cv=
i=1

2 _ 2 1
s =87
n—1 n—1

Ri|lw

1

= 52, eslavariancia de la muestra; s2 = rll 3(x,—%)2 f; es la de la poblacién, y s2_; = ’%s,zl
Si el enunciado no dice otra cosa, se usa s,_; y se indica.

= El coeficiente de variacion cv es un cociente sin unidades. Criterio usual: ¢v < 0.15,
datos homogéneos («la muestra es buena»); cv > 0.15, datos heterogéneos.

= Otras medidas: rango R = Xjpsx — Xmin; rango intercuartil Q3 — Q;. Los cuartiles, deciles

ki

y percentiles se calculan como la mediana, cambiando g por 7", T © T

Medidas de forma. El momento de orden r respecto a la media es m, = % Y —x)f;
(se divide entre n).

ms . . . my .
a3 = — (coeficiente de sesgo o de asimetria), ay=— (curtosis)

s s
Sesgo Valor de a;  Cola larga Orden de las medidas
Positivo az >0 a la derecha KXo < X < X

Simétrica a3 =0 — Xpo = X = X

Negativo a3 <0 alaizquierda X <X < X,

= La curtosis se compara con 3: a4 > 3 leptocurtica, a, = 3 mesocurtica, a, < 3 platictrtica.
= Relacion empirica, solo como apoyo: X — X, = 3(x — X).

Datos sin agrupar. Con n datos sueltos: X = % la mediana es el dato central de la lista
ordenada (posicién %1 si n es impar; promedio de los dos centrales si n es par); la moda

2 2
, . X —nx
es el valor que mas se repite; s> = zn‘fl
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1.2 Como reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

«promedio», «valor medio», «en promedio» media X 1.3.2

«el valor que divide la muestra en dos», «a mediana X 1.3.2

partir del cual llega el 50 %»

«el valor mas frecuente» moda X, 1.3.2

«desviacion estandar», «variancia de la sos? 1.3.3

muestra»

«coeficiente de variacién», «;es buena cvy el criterio 0.15  1.3.3

(homogénea) la muestra?»

«;es sesgada?», «tipo de sesgo», «coeficiente de a3 y el orden delas  1.3.3

simetria», «;son insesgados?» medidas

una lista de datos sin tabla medidas de datos 1.3.4
sin agrupar

«complete la tabla», tabla con huecos, solo reconstruir la tabla  1.3.5

marcas

un histograma dibujado tabla a partir de las  1.3.5
barras

«trace la ojiva», «el histograma» graficas 1.3.5

1.3 Procedimientos

1.3.1 Construir la tabla

1. Convierte los limites en fronteras (+0.5, £0.05 o +0.005, segtn los decimales). Si el

enunciado ya da fronteras, tsalas tal cual.

. Calcula las marcas x;.

g1 W DN

piden sesgo.

1.3.2 Media, mediana y moda
1. x = 2k

no

2. Mediana: calcula g localiza la primera fila con F; > g y sustituye en X = Ly, p+

. Calcula ¢ como frontera menos frontera: 10-19 da ¢ = 10, no 9.

. Acumula F, de arriba hacia abajo. Comprueba que el ultimo F sea n.
. Agrega las columnas que vayas a necesitar: x; f;; (x; — ©)2f 0 x* fi; y (3 — %) f; solo si

con Fy,; de la fila anterior y f;,.4y de la misma fila.

3. Moda: localiza la fila de mayor f;; calcula A; y A, con frecuencias absolutas; sustituye.
Escribe también «~ marca de la clase modal».
4. Si dos clases empatan con la mayor frecuencia, la muestra es bimodal: reporta las dos.

1.3.3 Variancia, coeficiente de variacion y sesgo

n/z_Fant c,

med

. — X 2 Y
1. ¢ = % (todos los términos son positivos), o con la formula abreviada de la

seccion 1.1.
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81.325

2. Y, % f; = 81.325, asi que x = S = 2.324.

3. X(x— 0 = 44971, 8 = 221 = 1323y 5 = 1.150.

4. cv= %;2 = 0.495: datos heterogéneos (mucha dispersion respecto a la media).
5. X0 — %) f; = 35.304, mg = 222 = 1009y a3 = 15 = 0.663.

6

. Resultado: sesgo positivo: la mayoria de las facturas son de montos bajos y unas
pocas, de montos altos, alargan la cola a la derecha.

Ejercicio 1.5.7 - Remaches: construir la tabla desde los datos

Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 1.

Se midié el diametro de 36 cabezas de remache (en centésimos de pulgada):
= 6.62, 6.66, 6.70, 6.72, 6.75, 6.76, 6.78, 6.82;

= 6.62, 6.66, 6.70, 6.72, 6.76, 6.76, 6.78;

= 6.64, 6.67, 6.70, 6.72, 6.76, 6.76, 6.79;

= 6.66, 6.68, 6.72, 6.73, 6.76, 6.77, 6.80;

= 6.66, 6.70, 6.72, 6.74, 6.76, 6.78, 6.81.

Determine:

= a) la tabla de distribucion de frecuencias completa, empezando en 6.62 y con seis clases;
= b) la media y la desviacion estandar de la muestra;
= ¢) el histograma de frecuencias relativas.

Datos. n = 36; dato minimo 6.62 y maximo 6.82 [centésimos de pulgada]; 6 clases; los
datos tienen dos decimales.

Planteamiento. Rango = 6.82 — 6.62 = 0.20; 020 _ 0.033, que se redondea hacia arriba
a ¢ = 0.04. Limites de clase: 6.62-6.65, 6.66—6.69, ..., 6.82-6.85. Con dos decimales, las
fronteras se obtienen con +0.005.

Resolucion.

1. a) Se cuentan los datos de cada clase y se completa la tabla:

Limites Fronteras X i ff F F*

6.62-6.65 6.615-6.655 6.635 3 0.083 3 0.083
6.66-6.69  6.655-6.695 6.675 6 0.167 9 0.250
6.70-6.73  6.695-6.735 6.715 10 0.278 19 0.528
6.74-6.77  6.735-6.775 6.755 10 0.278 29 0.806
6.78-6.81 6.775-6.815 6.795 6 0.167 35 0.972
6.82-6.85 6.815-6.855 6.835 1 0.028 36  1.000

2. b) X xif; = 242.26, asi que % = 2220 — 6.7204,

3. Y (x5—%)f; = 0.09009, s? = % =0.002574 y s = 0.0507. Aqui conviene la columna
de desviaciones: con la férmula abreviada se restan dos numeros casi iguales (1630.3653
- 1630.2752) y se pierden cifras.

4. c) Histograma: barras pegadas sobre las fronteras 6.615, 6.655, ..., 6.855, con alturas f*
=0.083, 0.167, 0.278, 0.278, 0.167 y 0.028.

15
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incompleta. Las marcas de clase (en cm) son 0.412, 0.417, 0.422, 0.427, 0.432, 0.437, (en
blanco), 0.447, 0.452 y 0.457. Se conocen f; = 6, F, = 40, f3 = 132, F, = 351, f; = 218,
fo = 183, f; = 146, fz = 69y fip = 3. Determine:
= a) la tabla completa, con fronteras, frecuencias y frecuencias relativas;
= b) la media.
Resolucion.
1. ¢ =0.417 — 0.412 = 0.005; la mitad es 0.0025. Fronteras: 0.4095-0.4145, 0.4145-0.4195,
...y 0.4545-0.4595.
2. La marca en blanco es 0.437 + 0.005 = 0.442.
3. Frecuencias, alternando f, =F —F_;yFE=F_; + f:
n f,=40—-6=34;F3 =40+ 132 = 172;f4=351—172= 179;
= Fs = 569; Fy = 752; F, = 898; Fy = 967.
4. fo = 1000 — 967 — 3 = 30, asi que Fy = 997 y F; = 1000.

5. Relativas f* = 10]%: 0.006, 0.034, 0.132, 0.179, 0.218, 0.183, 0.146, 0.069, 0.030, 0.003.

6. b) X, xif; = 433.24, de donde % = 2222 — 0.4332 cm.

Ejercicio 1.5.5 - Humedad: sesgo positivo
Adaptado de: ler final 2017-1, problema 1.

Las lecturas de humedad (en g/m?®) de 20 dias se agruparon en las clases 10-19, 20-29,

30-39, 40-49 y 50-59, con frecuencias 3, 8, 5, 3 y 1. Determine:

= a) la media, la mediana y la moda;

= b) el tipo de sesgo.

Resolucion.

1. Fronteras 9.5, 19.5, ..., 59.5; ¢ = 10; marcas 14.5, 24.5, 34.5, 44.5, 54.5; acumuladas 3, 11,
16, 19, 20.

2. a) Y, x;f; = 600, asi que ¥ = 30 g/m>.

3. g = 10: clase 19.5-29.5, con Fypy =3V fieq = 8. X = 19.5 + 108—_3(10) = 28.25 g/m>.

4. Clase modal 19.5-29.5: A; =8 -3 =5,Ay =8 —5 =3, x,, = 195 + 3(10) = 25.75
g/m?® (marca de la clase modal: 24.5).

5. b) Y(x; — 2)2f = 2295, 5% = % =120.789 y 5 = 10.990.

6. Y(x — %) f; = 11805, my = 1130 29025 _ . 4446.

7. Resultado: sesgo positivo (cola a la derecha), coherente con x,,,, < ¥ < x.

=590.25y a3 = o

Ejercicio 1.5.6 - Facturas: coeficiente de variacion y de simetria
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 1.

Los montos adeudados en 35 facturas se agruparon en las clases 0.00-0.99, 1.00-1.99,

..., 5.00-5.99, con frecuencias 3, 12, 12, 5, 2 y 1. Calcule el coeficiente de variacion y el

coeficiente de simetria, e interprete los resultados.

Resolucién.

1. Los limites tienen dos decimales: fronteras con +0.005, de —0.005-0.995 a 4.995-5.995;
¢ = 1; marcas 0.495, 1.495, ..., 5.495.
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S . .,
2. s=+/s2;cv = <5 compara con 0.15 y escribe la conclusion.

)3
Xi—X, i , , . .
3. my = M (aqui los términos conservan su signo).

4. a3 = =2, con la misma s del paso 2.
5. Confirma el signo de a3 con el orden de x, X y X;,, y escribe la conclusion con palabras.

1.3.4 Datos sin agrupar

1. Ordena los datos de menor a mayor y cuenta n.

- X; . e
2. x= %; mediana por posicién; moda por conteo.
2 2
5 2o Laboni
. -

1.3.5 Completar la tabla, histogramas y ojivas

= Solo marcas: ¢ = x; — xy; fronteras = x; + <.

= Faltan frecuencias: f; = F,— F,_{; F; = F_{ + f;; una f suelta se obtiene como n menos
la suma de las demas.

= Histograma dado: cada barra es una clase; su altura es f;; n es la suma de las alturas,
no el nimero de barras.

= Ojiva: puntos (frontera superior, F) o, si es relativa, (frontera superior, F,-*), desde
(primera frontera inferior, 0) hasta (Gltima frontera, n) o (4ltima frontera, 1).

1.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: ler final 2014-1, problema 1.
Se clasificaron los excedentes de una muestra aleatoria de bastidores de madera segiin
su longitud en centimetros:

Fronteras [cm] 24.5-32.5 32.5-40.5 40.5-48.5 48.5-56.5 56.5-64.5 64.5-72.5 72.5-80.5

f 2 4 8 10 9 6 1



Unidad 1 - Analisis estadistico de datos muestrales: tablas de frecuencias, tendencia central, dispersion y sesgo

Determine:

= a) la media, la mediana y la moda;

= Db) el sesgo de la distribucién.

Datos. Fronteras dadas; ¢ = 32.5 — 24.5 = 8 [cm]; n = 40.

Planteamiento. Tabla con las columnas x;, F, x; fi, (x; — )2 f y (% — %) f.

x  fi E oxfi -0 (-0f
28,5 2 57 1190.72 -29 053.57
36.5 4 6 146 1075.84 -17 643.78
445 8 14 356 564.48 -4741.63
525 10 24 525 1.60 -0.64
605 9 33 5445 519.84 3950.78
685 6 39 411 1460.16 22 778.50
765 1 40 76.5 556.96 13 144.26
X 40 2116 5369.60 -11 566.08

Resolucion.

1. a)x = 2116 =52.9 cm.

2. '—21 = 20. la primera F; > 20 es 24, clase 48.5-56.5, con F,;; = 14y fipeq = 10.

20-14

Entonces X = 48.5 + (8) =53.3 cm.
3. La clase modal es la misma (frecuencia 10): Ay =10—-8 =2, A, = 10 — 9 = 1, asi
que Xy = 485+ 2(8) = 53.833 cm.

b) s* = 2 — 137.682 cm’, de donde s = 11.734 cm,

5. my = =000 = 289152y 57 = 1615.53, asi que a3 = —=-L% = ~0.179.

6. Resultado: sesgo negativo (cola a la izquierda). Se confirma con el orden ¥ =
52.9 < X = 53.3 < X = 53.83.

1.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 1.5.1 - Presiones: coeficiente de variaciéon y mediana
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 1.

Se registraron 90 mediciones de presion, agrupadas con fronteras 76.5-86.5, 86.5-96.5, ...,

146.5-156.5 (c = 10) y frecuencias 1, 8, 12, 19, 13, 18, 12, 7. Determine:

= a) el coeficiente de variacién, e interprételo;
= b) la mediana.

Resolucion.
1. Marcas: 81.5, 91.5, ..., 151.5. Acumuladas: 1, 9, 21, 40, 53, 71, 83, 90; n = 90.
10855 — 120,611

2. Y. xf; = 10855, de donde x = o

3. Y x*f; = 13375625y 1555 855 = 1309 233.611; la diferencia es 28 328.889.

4. 5 = BB _ 318302, de donde s = 17.841.

Unidad 1 - Analisis estadistico de datos muestrales: tablas de frecuencias, tendencia central, dispersion y sesgo

5.

6.

a)cv = 11270'864111 =0.1479. Como 0.1479 < 0.15, los datos son homogéneos: la muestra
es buena.
b) & = 45: clase 116.5-126.5 (F = 53), con Fypy = 40y foneq = 13.% = 116.5+222(10) =

120 346.

Ejercicio 1.5.2 - Estaturas: limites con un decimal

Adaptado de: 2° final 2015-1, problema 1.

Las estaturas (en pulgadas) de 140 personas se agruparon en las clases 59.5-62.4, 62.5-65.4,
65.5-68.4, 68.5-71.4 y 71.5-74.4, con frecuencias 3, 12, 24, 46 y 55. Determine:

= a) la media y la mediana;

= b) la ojiva de frecuencias relativas;

= ¢) la desviacidn estandar.

Resolucion.

1.

Los limites tienen un decimal: las fronteras se obtienen con +0.05. Quedan 59.45-62.45,
62.45-65.45, 65.45-68.45, 68.45-71.45y 71.45-74.45, con ¢ = 3.

. Marcas: 60.95, 63.95, 66.95, 69.95, 72.95. Acumuladas: 3, 15, 39, 85, 140.
3. a) ), x;f; = 9787, asi que x =

9787
a0 — 69-907 pulgadas.

% = 70: clase 68.45-71.45, con Fyp = 39y feq = 46. & = 68.45 + 22(3) = 70.472
pulgadas.

. b) Puntos de la ojiva, (frontera, F*): (59.45, 0), (62.45, 0.0214), (65.45, 0.1071), (68.45,

0.2786), (71.45, 0.6071), (74.45, 1).
1385.743

. ) Y% f = 685566.95 y % = 684 181.207; la diferencia es 1385.743. > = 1282743

139
9.9694, de donde s = 3.157 pulgadas.

Ejercicio 1.5.3 - Temperaturas sin agrupar

Adaptado de: ler final 2016-2, problema 1.

Se registraron 25 temperaturas: 43, 47, 51, 48, 52, 46, 51, 44, 49, 46, 50, 48, 50, 49, 50, 50, 46,
49, 45, 52, 51, 49, 45, 44, 50. Determine:

= a) la media, la mediana y la moda;

= b) la desviacion estandar.

Resolucion.

1.

Ordenados: 43, 44, 44, 45, 45, 46, 46, 46, 47, 48, 48, 49, 49, 49, 49, 50, 50, 50, 50, 50, 51, 51,
51, 52, 52.

. a) ), x = 1205, asi que x = =48.2.

25
n = 25 es impar: la mediana es el dato en la posicién % =13, x = 49.

. E1 50 aparece 5 veces, mas que cualquier otro valor: x;,, = 50.
. b)Y x? = 58251 y nx?

= 25(48.2)? = 58081; la diferencia es 170. s = % = 7.0833,

de donde s = 2.6615.

Ejercicio 1.5.4 - Completar la tabla a partir de las marcas

Adaptado de: 1er final 2018-1, problema 1.

En un estudio de la dimension critica de 1000 circuitos integrados se tiene una tabla

13
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4. P(X =0)=¢°=10.002479 y P(X = 1) = 6e° = 0.014873.
5. P(X >2) =1—0.002479 — 0.014873 = 0.9826.

Ejercicio 4.5.5 - Reflector con sensor: Poisson «al menos 5»
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 5.

Con la sensibilidad bien ajustada, un reflector activado por movimiento se enciende por
ardillas y otros animales pequefios, en promedio, 0.5 veces por semana.

= a) ;Cuantas activaciones se esperan en dos semanas?
= b) Si en dos semanas hubiera al menos cinco activaciones, jconvendria ajustar la
sensibilidad? Justifique con la probabilidad.

Resolucion.

1. a) Y £ ndmero de activaciones en dos semanas; Y ~ Poisson(At = 0.5-2 = 1). E(Y) =
At = 1 activacion. W o L1 .

2. b)P(st):l—Zyzoey! =1-e!(1+1+5+:+5)=1-€12

3. P(Y > 5) = 1 — 0.36788(2.70833) = 0.0037.

4. Resultado: con el ajuste correcto, cinco o mas activaciones en dos semanas ocurririan
menos de 4 veces en mil. Si ocurren, lo razonable es suponer que la sensibilidad esta

mal y ajustarla.

Ejercicio 4.5.6 - Marcapasos: exponencial y falta de memoria
Adaptado de: 2° final 2015-1, problema 4.

El tiempo de vida de cierto marcapasos tiene distribucién exponencial con media de 16

anos.

= a) ;Cual es la probabilidad de que a una persona se le deba reimplantar otro antes de
20 afios?

= b) Si el marcapasos lleva 5 afios funcionando correctamente, ;cuél es la probabilidad de
que haya que cambiarlo antes de 25 afios?

Resolucion.

1. T % afios de funcionamiento del marcapasos; la media es 16, asi que T ~ Exponencial(1 =

1

E .

2. a) P(T <20)=1—¢20/16 =1 _¢7125 = 1 _ 02865 = 0.7135.

3. b) «Lleva 5 afios funcionando» es una condicién: se pide P(T < 25| T > 5).

4. Por la falta de memoria, de los 5 a los 25 afios quedan 20: P(T < 25| T >5) = P(T <
20) = 0.7135.

5. Resultado: la probabilidad es la misma que para un marcapasos nuevo. Calcular
P(5 < T < 25) = 0.5220 es un error frecuente: esa es la probabilidad sin condicién
(véase el Apéndice C).

Ejercicio 4.5.7 - Resistencia a la compresion: normal y lectura inversa
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 4.

La resistencia a la compresién de unas muestras tiene distribucion normal con media de
6000 kg/cm?® y desviacion estandar de 100 kg/cm?®. Determine:
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= a) sufra hipertension, dado que es fumador empedernido;
= b) sea fumador (moderado o empedernido), dado que no sufre hipertension.

Resolucion.

1. H: tiene hipertension. M: es fumador moderado. E: es fumador empedernido.

2. a) El total del «dado que» es la columna de empedernidos (49): P(H | E) = igﬁzg =
30— 0.6122.

3. b) El total es la fila sin hipertension (93). Los fumadores en esa fila son 26 + 19 = 45.
4. POMUE | H) = g = 0.4839.

Ejercicio 2.5.5 - Columnas de una revista: algebra de eventos

Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 2.

Una revista publica las columnas «Arte» (A), «Libros» (B) y «Cinema» (C). Las probabili-
dades de que una lectora lea cada combinacién son:

A B C AB AC BC ABC
05 03 05 015 025 0.1 0.05

Calcule: a) P(A | B);b) P(A| BUC); c) P(AUB| C).
Resolucion.

1. a) P(A| B) = PIE(LB? =% —os.

2. b) Numerador: P(An (BuUC)) = P(AB) + P(AC) — P(ABC) = 0.15 + 0.25 — 0.05 = 0.35.

3. Denominador: P(BUC) = 0.3+ 0.5 — 0.1 = 0.7. Entonces P(A | BUC) = % =0.5.
_ P(AC)+P(BC)-P(ABC) _ 025+0.1-0.05 _ 03 _ ’

4. ¢)P(AUB|C) = 76 = G =55 =06

Ejercicio 2.5.6 - Sistema eléctrico: serie y paralelo

Adaptado de: 2° final 2011-1, problema 1.

Un sistema eléctrico tiene cinco componentes que funcionan de manera independiente.

Para que funcione, la corriente debe pasar por el componente Aj, luego por un bloque con

los componentes A,, A3 y A4 conectados en paralelo y, por ultimo, por el componente

As. Las probabilidades de que cada componente opere correctamente son 0.8, 0.65, 0.6,

0.65 y 0.9, respectivamente. Calcule:

= a) la probabilidad de que el sistema funcione;

= b) la probabilidad de que el sistema funcione con al menos cuatro componentes.

Resolucion.

1. F: el sistema funciona. A;: el componente i funciona.

2. a) El bloque en paralelo falla solo si fallan los tres: P(bloque) = 1 — (0.35)(0.4)(0.35) =
1—0.049 = 0.951.

3. En serie: P(F) = 0.8(0.951)(0.9) = 0.6847.

4. b) Con al menos cuatro componentes funcionando y el sistema operando, A; y As
funcionan y del bloque funcionan al menos dos:
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= dos exactos: 0.65(0.6)(0.35) + 0.65(0.4)(0.65) + 0.35(0.6)(0.65) = 0.1365 + 0.169 +
0.1365 = 0.442;
= Jos tres: 0.65(0.6)(0.65) = 0.2535.
5. P = 0.8(0.9)(0.442 + 0.2535) = 0.72(0.6955) = 0.5008.

Ejercicio 2.5.7 - Maquinas: Bayes e intersecciéon

Adaptado de: 2° final 2018-1, problema 2.

Las maquinas A, B y C producen el 35 %, el 25 % y el 40 % de una pieza,y el 6 %,el 7 % y

el 3 % de sus piezas son defectuosas. Se toma una pieza del almacén. Determine:

= a) siresulta defectuosa, la probabilidad de que provenga de la maquina B;

= b) la probabilidad de que no esté defectuosa y ademas se haya fabricado en la maquina
A.

Resolucion.

1. A, B, C: la pieza se fabric6 en esa maquina. D: la pieza estd defectuosa.

2. Ramas: 0.35(0.06) = 0.0210, 0.25(0.07) = 0.0175, 0.40(0.03) = 0.0120; P(D) = 0.0505.

3. a) P(B| D) = 2YU75 = 0.3465.

4

0.0505 _ _
. b) «Y ademés» es una interseccién, no una condicional: P(A N D) = P(A) P(D | A) =

0.35(0.94) = 0.329.

2.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.2.

Ejercicio propuesto 2.6.1

Adaptado de: ler final 2017-1, problema 2.

El 30 % de los empleados de una empresa son ingenieros y el 20 %, economistas. E1 80 %
de los ingenieros y el 30 % de los economistas ocupan un puesto directivo; del resto de los
empleados, solo el 10 %. Si se elige al azar a un directivo, jcual es la probabilidad de que
sea ingeniero?

Resultado: P(D) = 0.35; P(I | D) = 0.6857.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 100.

Ejercicio propuesto 2.6.2
Adaptado de: 2° final 2017-1, problema 2.
La probabilidad de que haya un accidente en una refineria es 0.2. La alarma suena con

probabilidad 0.98 si hay un accidente y con probabilidad 0.04 si no lo hay. Si la alarma
sond, ;cudl es la probabilidad de que haya habido un accidente?

Resultado: P(suena) = 0.228; P(accidente | suena) = 0.8596.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 100.
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Ejercicio 4.5.2 - Prueba de conocimientos: binomial
Adaptado de: ler final 2012-1, problema 4.

En una prueba de conocimientos generales acredita el 60 % de los sustentantes. En un
grupo de 39 estudiantes, ;cudl es la probabilidad de que:

= a) acrediten 26?

= b) reprueben 15?

Resolucién.

1. X £ nimero de estudiantes que acreditan, de 39; X ~ Binomial(n = 39, p = 0.6).
2. a) P(X = 26) = (3))(0.6)?°(0.4)"3 = 0.0930.
3. b) Que reprueben 15 equivale a que acrediten 39 — 15 = 24: P(X = 24) =
2)(0.6)%(0.4)" = 0.1279.
4. Comprobacién: con W = ntimero de reprobados, W ~ Binomial(39, 0.4) y P(W = 15)
da el mismo valor.

Ejercicio 4.5.3 - Suscripciones: binomial «al menos 2» y Pascal
Adaptado de: ler final 2017-1, problema 5.

Una revista llama por teléfono a posibles suscriptores; una de cada 20 personas que reciben

la llamada se suscribe. Un dia, 25 personas reciben la llamada.

= a) ;Cudl es la probabilidad de que al menos dos se suscriban?

= b) ;Cual es la probabilidad de que la segunda persona que se suscriba sea la duodécima
que recibe la llamada?

Resolucion.

1. a) X £ niimero de suscriptores entre las 25 llamadas; X ~ Binomial(n = 25, p = 0.05),

q = 0.95.

Por complemento: P(X >2)=1—-P(X =0) - P(X =1).

P(X =0) =0.95% = 0.2774 y P(X = 1) = 25(0.05)(0.95)** = 0.3650.

P(X >2)=1-0.2774 — 0.3650 = 0.3576.

b) Y £ niimero de llamadas hasta la segunda suscripcidn; Y ~ Pascal(r = 2, p = 0.05).

P(Y =12) = (1)(0.05)2(0.95)!° = 0.0165.

Sk N

Ejercicio 4.5.4 - Llamadas a una central: Poisson con reescala

Adaptado de: 2° final 2018-1, problema 4.

A la central telefonica de un edificio entran, en promedio, 6 llamadas por minuto. Calcule
la probabilidad de que:

= a) lleguen cinco llamadas en dos minutos;
= b) lleguen al menos dos llamadas en un minuto.

Resolucién.

1. a) X £ ntimero de llamadas en 2 min. Se reescala la tasa: At = 6(2) = 12, asi que X ~
Poisson(12).

2. (X =5) = % = %ﬁe” =0.0127.

3. b) X = nimero de llamadas en 1 min; X ~ Poisson(6).
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4.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: ler final 2014-1, problema 4.

Un centro de atencion telefonica da servicio de 9:00 a 17:00 horas en dias laborables.

El nimero de llamadas recibidas por dia tiene distribucién de Poisson con media de

50 llamadas al dia. Calcule la probabilidad de que, en un dia dado, la primera llamada

del dia se reciba:

= a) antes de las 9:15 horas;

= b) después de las 10:00 horas, dado que no se recibi6 llamada antes de las 9:30
horas.

Datos. 50 llamadas en una jornada de 8 [h]; la pregunta esta en horas.

Planteamiento. Las llamadas forman un proceso de Poisson. Lo que se pregunta

es un tiempo (hasta la primera llamada), asi que el modelo es exponencial con la

misma tasa: T = tiempo, en horas, desde las 9:00 hasta la primera llamada; T ~

Exponencial(1) con A = % = 6.25 llamadas/h.

Resolucion.

1. a)Las 9:15 son i h después de la apertura: P (T < %) =1 625/4 = 1715625 =
1—0.2096 = 0.7904.

2. b) «Dado que no se recibi6 llamada antes de las 9:30» significa T > % Se pide

1
P(T>1]T>3).

3. Por la falta de memoria, solo cuenta la media hora que falta: P (T >1|T> %) =
P(T> ) = e ®%/2 = ¢3125 = 0.0439.

4. Resultado: en casi 8 de cada 10 dias la primera llamada entra en los primeros 15

minutos; si no hubo llamadas hasta las 9:30, la probabilidad de seguir sin llamadas
hasta las 10:00 es apenas 0.0439.

4.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4.5.1 - Pozos petroleros: geométrica, binomial y Pascal
Adaptado de: 1er final 2011-1, problema 3.

Un explorador perforara una serie de pozos para encontrar uno productivo. La probabilidad
de éxito en cada perforacion es 0.2. Determine la probabilidad de que:

= a) el primer pozo productivo sea el tercero perforado;

= b) no encuentre ningin pozo productivo si solo puede perforar 10;

= ¢) el tercer pozo productivo sea el quinto perforado.

Resolucion.

1. a) X = ntmero de perforaciones hasta el primer pozo productivo; X ~ Geométrica(p =
0.2). P(X = 3) = ¢°p = (0.8)%(0.2) = 0.128.
2. b) U £ ntimero de pozos productivos en 10 perforaciones; U ~ Binomial(n = 10, p =
10 0 10
0.2). P(U = 0) = ({,))(0.2)°(0.8)"" = 0.1074.
3. ¢)Y = nmero de Eerforaciones hasta el tercer pozo productivo; Y ~ Pascal(r = 3, p =

0.2). P(Y = 5) = (3,)(0.2)*(0.8)* = 6(0.008)(0.64) = 0.0307.
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Ejercicio propuesto 2.6.3
Adaptado de: 2° final 2016-1, problema 2.
El 4 % de las losetas tiene defectos, al 5 % le toca inspeccion y la probabilidad de que

una loseta esté inspeccionada y sea defectuosa es 0.002. Si a un cliente le llega una loseta
defectuosa, ;cudl es la probabilidad de que haya sido inspeccionada?

Resultado: 0.05.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 100.

Ejercicio propuesto 2.6.4

Adaptado de: ler final 2011-1, problema 1.

Cuatro maquinas producen el 15 %, 30 %, 20 % y 35 % de los tornillos, con 4 %, 3 %,5 % y 2
% de defectuosos. Se elige un tornillo al azar. Determine:

= a) la probabilidad de que esté defectuoso;
= D) si esté defectuoso, la probabilidad de que se haya producido en la maquina 3.

Resultado: P(D) = 0.032; P(M;3 | D) = 0.3125.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 100.

Ejercicio propuesto 2.6.5
Adaptado de: ler final 2012-1, problema 2.
De los fumadores de quienes se sospecha que tienen cancer pulmonar, el 90 % lo tiene; de

los no fumadores, solo el 5 %. Si la proporcién de fumadores es 0.45, ;cual es la probabilidad
de que un paciente con cancer pulmonar, elegido al azar, sea fumador?

Resultado: P(C) = 0.4325; P(F | C) = 0.9364.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 100.

Ejercicio propuesto 2.6.6
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 2.

Una aseguradora clasifica a sus asegurados en riesgo bajo (20 %), medio (65 %) y alto (el
resto). Tienen un accidente en el afio 1, 2 y 3 de cada 100, respectivamente. Determine:
= a) si un asegurado tuvo un accidente, la probabilidad de que sea de riesgo medio;

= b) si no tuvo ningun accidente, la probabilidad de que sea de riesgo bajo o medio.

Resultado: P(D) = 0.0195; a) 0.6667; b) OO;‘;OSS = 0.8516.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 2.6.7

Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 2.

El 40 % de los equipos de pantalla que una empresa lanz6 al mercado tuvieron éxito. EI
80 % de los exitosos y el 30 % de los no exitosos habian recibido un reporte de mercado
favorable. Si un modelo nuevo recibié un reporte favorable, ;cual es la probabilidad de
que tenga éxito?

Resultado: P(favorable) = 0.5; P(éxito | favorable) = 0.64.
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—> Resolucion en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 2.6.8

Adaptado de: 2° final 2015-1, problema 2.

El 7 % de los sensores de luz de una tienda salen defectuosos. Se compran tres sensores,
que se comportan de manera independiente. Determine la probabilidad de que:

= a) exactamente uno sea defectuoso;
= b) a lo més dos sean defectuosos.

Resultado: a) 0.1816; b) 0.9997.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 101.

2.7 Errores frecuentes

1. Voltear la condicional. El dato P(D | B) no es lo que se pide, P(B | D). Lo que sigue
al «si» o al «dado que» va detras de la barra.

2. Responder con la probabilidad a priori. Dar P(B) = 0.35 cuando se pide P(B | D):
la evidencia cambia el niimero.

3. Dar la rama y no dividir. P(I N D) = 0.24 no es P(I | D); falta dividir entre P(D).

4. Obtener una probabilidad mayor que 1. Es seiial de una fraccion volteada: la rama
va arriba y la suma de las ramas, abajo.

5. Olvidar «el resto». El origen que no se menciona tiene probabilidad 1— la suma de
los demas.

6. Evidencia negativa con los datos originales. Si la evidencia es «no defectuoso»,
hay que usar 1 — P(D | -) en cada rama.

7. Dividir en una interseccion. «Y ademas» o «ambos» es una rama (P(A)P(D | A)),
no una condicional.

8. Olvidar la certeza. «Si conoce la respuesta, contesta bien» significa P(C | S) = 1; esa
rama también entra en el denominador.

9. Copiar mal un porcentaje. El 60 % es 0.60, no 0.06. Revisa cada dato antes de
multiplicar.

10. Confundir independientes con excluyentes. Excluyentes: P(A N B) = 0. Indepen-
dientes: P(A N B) = P(A)P(B).
11. Redondear antes de dividir. Arrastra 4 decimales o trabaja con fracciones.

2.8 Formulario de emergencia de la unidad

= P(A)=1-P(A)- P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) - De Morgan: AUB=ANB
n(A)
n(S)
« P(A|B)="2 gjzgf) . P(AN B) = P(A)P(B| A)
= Independencia: P(A N B) = P(A)P(B) - serie: [ p; - paralelo: 1 — [T(1 — p;)
» Total: P(D) = ¥ P(B)P(D | B;) - Bayes: P(B, | D) = %
= Evidencia negativa: P(D | B)) =1— P(D | B;) - P(D) = 1 — P(D)
__ P(AB)+P(AC)~P(ABC) " P(AC)+P(BC)—P(ABC)
= PAAIBUO) = =550 rmo)  PAVBIO) = P(C)

| ! L.
P ﬁ . (’:) = ﬁ - clasica: P(A) =
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4. UsaPT<t)=1—-e M, PT>t)=eMoPla<T<b)=e"—e Nohace falta
integrar.

5. Si el enunciado dice «si ya lleva...», «dado que no ocurrié antes de...», aplica la falta
de memoria: resta el tiempo transcurrido y calcula la probabilidad sin condicion.

6. Uniforme. P(c < X < d) = E: longitud del tramo entre longitud total.

4.3.4 Normal: uso de la tabla

1. Escribe X ~ N(p, 02) y comprueba si el dato es o 0 2.

. Estandariza: z = % y redondea a dos decimales, porque la tabla solo tiene dos.

. Dibuja la campana y sombrea el area pedida.

. Lee Fz(z) en la tabla: el renglon da el entero y el primer decimal de z; la columna, el
segundo decimal. Fragmento de la tabla (completa en el Apéndice A):

=W N

z 0.00 0.04 0.05 0.08 0.09

1.5 0.9332 09382 0.9394 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9495 0.9505 0.9535 0.9545

Para z = 1.58: renglén 1.5, columna 0.08, F(1.58) = 0.9429.

5. Combina las areas: P(Z < z) = Fz(2); P(Z > z) = 1 — Fz(2); P(a < Z < b) =
Fz(b) — Fz(a); Fz(—z) = 1 — Fz(z) si la tabla solo trae valores positivos.

6. Lectura inversa («el valor que deja el 95 % por debajo»): busca 0.95 dentro de la
tabla. Queda entre 0.9495 (z = 1.64) y 0.9505 (z = 1.65), asi que 2z 95 = 1.645. Despeja
X = pu+zo.

4.3.5 Aproximacion normal a la binomial

1. Verificanp > 5yng > 5. Calcula p =npy o = /npg.
2. Aplica la correccién por continuidad segun la pregunta:

Binomial X Normal Y, con correcciéon
P(X =k) P(k—05<Y <k+0.5)
P(X <k) P(Y <k+0.5)
P(X<k)=P(X<k-1) PY <k-0.5)

P(X > k) P(Y >k—-0.5)

P(X>k)=P(X>k+1) PY >k+0.5)
P(a< X <b) P(a—05<Y <b+0.5)

3. Estandariza con p = np, no con alguno de los valores de la pregunta, y usa la tabla
como en 4.3.4.

4. Silos términos son pocos, puedes dar también el valor exacto con la binomial; sirve
para comprobar.
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exponencial y normal Unidad 2 - Fundamentos de la teoria de la probabilidad: probabilidad condicional, probabilidad total y Bayes
= Se mide y es «tiempo hasta»: exponencial. Se mide con y y o: normal. Se mide y es 2.9 Procedimiento recomendado en el examen
«1g1'1a1 de probable entre a y b»: uniforme. ) ) 1. Los eventos definidos con palabras: origenes y evidencia.
2. ;El mismo problema cuenta eventos y pregunta por tiempos? Entonces son Poisson y 2. Los datos con su notacién: P(A) = ..., P(D | A) = ..., comprobando que los origenes
exponencial con la misma A. sumen 1

3. La féormula de probabilidad total o de Bayes escrita antes de sustituir.

4. La tabla de ramas, con su suma y la columna de a posteriori.

Traduccion de las preguntas (modelos discretos): 5. El resultado con 4 decimales y una frase: «la probabilidad de que la pieza venga de B,
dado que es defectuosa, es 0.3465».

4.3 Procedimientos

El enunciado dice. . En simbolos Si no se encuentra el camino, los eventos definidos, los datos y la formula de Bayes con
los niimeros sustituidos ya valen buena parte del problema.

«exactamente k» P(X =k)

«a lo més k», «cuando mucho k» P(X <k)= f(0)+ -+ f(k)

«al menos k», «por lo menos k» P(X>k)=1-P(X<k-1)

«mas de k» P(X>k)=1-P(X<k)

«menos de k» P(X<k)=P(X<k-1)

«de a a b», «entre a y b inclusive» Pla< X <b)

Si la suma directa tiene muchos términos, usa el complemento.

4.3.1 Binomial, geométrica y Pascal

1. Comprueba que los ensayos son independientes y que p es la misma en todos. Define
el éxito con palabras.

2. Escribe «X = numero de ..» y el modelo con nimeros: X ~ Binomial(n, p),
Geométrica(p) o Pascal(r, p).

3. Traduce la pregunta con la tabla anterior.

4. Sustituye en fx. Con la calculadora: (8) = (Z) =1, (rll) =n, ('21) = @

5. Si el enunciado cuenta fracasos («no defectuosos», «reprueben»), cambia p por q o
cuenta los éxitos equivalentes; no mezcles las dos formas.

4.3.2 Hipergeométrica

1. Identifica N (tamarfio del lote), r (nimero de «éxitos» en el lote) y n (tamafio de la
muestra, sin reemplazo).

G

2. fx(x)= o) : maneras de elegir x éxitos y n — x fracasos entre el total de maneras.

3. Comprueba que las probabilidades de todos los valores suman 1.
4. Media y variancia con las formulas de la tabla, o con la definicién de la Unidad 3.

4.3.3 Poisson, exponencial y uniforme

1. Poisson. Reescala la tasa al intervalo de la pregunta: parametro = At. Escribe X ~
Poisson(At) con el nimero ya calculado.

2. Para «al menos 1» usa 1 — e /; para «al menos k», 1 — Z’;}) f(x).

3. Exponencial. Calcula la tasa: A = L , 0 la tasa del proceso de Poisson en las
unidades de la pregunta (por hora si la pregunta esta en horas).
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Unidad 3 - Variables aleatorias: funcion de probabilidad, de
densidad y de distribucién, media y variancia

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno conoceré el concepto
de variable aleatoria, y podra analizar el comportamiento probabilista de la
variable, a través de su distribucién y sus caracteristicas numeéricas.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en 17 de los 18 finales de 2011-1 a 2018-1 (falta en el 2° final
2018-1), casi siempre como problema 3. Vale de 10 a 20 puntos.
= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la secci6n 3.1 (15 min).
2. Sigue el ejemplo 3.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 3.5 con cronémetro (15 min cada uno).

3.1 Conceptos y expresiones

Variable aleatoria. Una variable aleatoria X es una funcién que asigna un nimero real a

cada resultado de un experimento aleatorio: el niimero de piezas defectuosas, el tiempo

de espera, la utilidad de una venta. Se define con palabras: «Sea X el nimero de lotes que

ordena un cliente». Su recorrido Ry es el conjunto de valores que puede tomar.

= Discreta: toma valores aislados que se pueden contar (0, 1, 2...). Se describe con una
tabla o una férmula de fy(x) = P(X = x).

= Continua: toma cualquier valor de un intervalo. Se describe con una funcién de
densidad fx(x), dada por una féormula o una grafica.

Funcion de probabilidad (discreta) y funcién de densidad (continua).

Discreta Continua
Propiedades  fx(x) > 0; Fx() =0 [7 fx(x)dx =1
Zx fX(x) =1
P@a<X<b) Yacxap fx) f: fx(x)dx (4rea bajo la curva)
P(X =a) Ix(@) 0

Funcién de distribucion acumulativa. Fy(x) = P(X < x).

= Propiedades: 0 < Fx(x) < 1; nunca decrece; vale 0 a la izquierda de Ry y 1 a la derecha.

» Discreta: Fx(x) = Y, fx(t). Es una escalera: constante entre dos valores y con un
salto en cada valor; el tamafio del salto en x; es Fx ().

= Continua: Fy(x) = fio fx@®)dt,y fx(x) = %Fx(x).

= Para cualquier variable: P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a) y P(X > a) = 1 — Fx(a).

= En una continua, < y < dan lo mismo. En una discreta no: P(a < X < b) = Fx(b) —
Fx(a) + fx(a).

30

Unidad 4 - Modelos probabilisticos comunes: binomial, geométrica, Pascal, hipergeométrica, Poisson, uniforme,
exponencial y normal

Aproximacion normal a la binomial. Si n es grande, con np > 5y ng > 5,
Binomial(n, p) = N(np, npq). Como se aproxima una variable discreta con una continua,
cada valor entero k se representa con el intervalo [k — 0.5, k + 0.5]: es la correccion por
continuidad.

Numeros aleatorios (programa, 4.6). Si U ~ Uniforme(0, 1), entonces X = F)}I(U)
tiene funcion de distribucién Fy (método de la transformada inversa). Para la exponencial,
X = —% In(1 — U). Este tema se practica con computadora y no aparece en los finales.

4.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Modelo Parametros  Procedimiento
«n piezas, personas o llamadas», cada  Binomial n, p 43.1
una éxito o fracaso con la misma p;
«cuantos de los n»
«el primer éxito ocurre en el x-ésimo  Geométrica P 43.1
intento»
«el r-ésimo éxito ocurre en el x-ésimo  Pascal r,p 4.3.1
intento», «disparar 7 veces para
acertar 4»
«se eligen n al azar, sin reemplazo, Hipergeomé- N, r,n 4.3.2
de un lote de N con r defectuosos» trica
«en promedio A por hora, por minuto, Poisson At 433
por metro»; «nimero de llegadas
en...»
«tiempo hasta la falla», «tiempo entre ~ Exponencial A= @ 433
llegadas», «vida media», «si ya
lleva...»
«puede variar de a a b con la misma Uniforme a,b 433
probabilidad»
medida continua «con distribucién Normal uo 4.3.4
normal», con media y desviacién
estandar
«el valor que excede el 95 %», «el Normal, oo 43.4
percentil...» lectura

inversa
binomial con n grande (50, 80, 400) y ~ Normal con np, npq 435

«aproxime» o sin calculadora para +0.5
tantos términos

Dos preguntas deciden casi siempre:

1. ;Lo que se pide se cuenta (0, 1, 2...) o se mide (minutos, afios, milimetros)?
= Se cuenta con n fijo: binomial o hipergeométrica (segun haya o no reemplazo). Se
cuenta con una tasa: Poisson. Se cuentan ensayos hasta un éxito: geométrica o Pascal.
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Modelo X representa... Jx(x) Valores E(X) Var(X)

(At)xe’/“

x!

Poisson(At) numero de
eventos en un
intervalo de
longitud ¢

0,1,2,... At At

= En la binomial, el orden no importa y n esta fijo. En la geométrica y en la de Pascal,
lo que esta fijo es el nimero de éxitos y lo aleatorio es el nimero de ensayos: el ultimo
ensayo es el éxito buscado, por eso se usa (’::11) y no ():) La geométrica es la Pascal
conr =1.

= Proceso de Poisson: los eventos ocurren al azar, de uno en uno, con una tasa constante
A por unidad de tiempo, longitud o area. El nimero de eventos en un intervalo de
longitud t es Poisson con parametro At: si la tasa es 6 por minuto, en 2 minutos el
parametro es 12.

= Aproximacion de Poisson a la binomial: si n es grande y p pequefia (como guia,
n > 20y p < 0.05), Binomial(n, p) = Poisson(np).

= Hipergeométrica y binomial: si la muestra es pequeiia frente al lote (n < 0.1N),
extraer sin reemplazo casi no cambia p y la hipergeométrica se aproxima con
Binomial(n, r/N).

Modelos continuos.

Modelo fx(x) Fx(x) E(X) Var(X)
. 1 x—a a+b (b—a)?
Uniforme(a, b) jas<x< b - 17 17
Exponencial(1) Ae M >0 1—eM 3 =
Cp?
Normal N(g,o?) \/;76 202 tablade F; p a?
o JT

= Uniforme: la probabilidad de un tramo es proporcional a su longitud: P(c < X < d) =
Z:Z sia<c<d<b

= Exponencial: modela el tiempo hasta (o entre) eventos de un proceso de Poisson de
tasa A. El parametro es la tasa, no la media: «media de 16 afios» significa A = % por
afio. Se cumple que P(T >t) = e M yPla<T<b)= e M _ g b,

= Relacidén Poisson—exponencial: «<ningin evento en [0, t]» es lo mismo que «el primer
evento llega después de t»: P(X = 0) = e M = P(T >1).

= Falta de memoria (exponencial): P(T > s+t | T > s) = P(T > t). Lo que ya
transcurrié no cambia la probabilidad de lo que falta; solo cuenta el tiempo restante.

= Normal: campana simétrica alrededor de y1. En N(g, o%) el segundo parametro es la
variancia: N(106, 144) tiene ¢ = 12. La normal estandar es Z ~ N(0,1), y toda
normal se Ileva a ella con Z = 2= La tabla da Fz(z) = P(Z < z), el area a la izquierda
de z; por simetria, Fz(—z) = 1 — Fz(2).

= En los modelos continuos P(X = ¢) = 0, asi que P(X < ¢) = P(X < ¢). En los discretos
no: «al menos 2» incluye el 2 y «mas de 2» no.
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Valor esperado. Es la media yx de la variable, el promedio a largo plazo:

oo

BCO = Ex fx) o B0 =[x

BLg001 = X 4@ [ g
» Como operador: E(c) = ¢, E(aX+b) = a E(X)+by E[g(X)+h(X)] = E[g(X)]+E[A(X)].

Momentos. Respecto al origen, p = E(X"); respecto a la media, y. = E[(X — px)].
Parametros de la distribucion.

0% = Var(X) = E[(X — ux)*] = E(X?) - [E(X)]%,

[}
ox = 0')2(’ CVX:y_’ O(S:'u_g
X ox

= La variancia es el segundo momento respecto a la media. Propiedades: Var(c) = 0y
Var(aX + b) = a? Var(X) (la constante b no dispersa).
= Mediana x: el valor con Fx(%) = 0.5. Moda x,,,: el valor donde fyx es maxima.
= Simetria: si fy es simétrica alrededor de ¢, entonces E(X) = X = ¢, a3 =0y P(X >
c)=0.5.
Ha

= El rango es la longitud de Ry; el coeficiente ay = = mide la curtosis.
X

Integrales que se usan. | x" dx = %; fab gdx = G(b) — G(a), con G(a) siempre entre
n!

paréntesis; por partes, [udv =uv— [vdu;y f;o Xt dx =

an+1 :
3.2 Coémo reconocer el problema
Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
una tabla de x y fx(x), «nimero de...» variable discreta 3.3.1
«se toman tres al azar de un lote», «se construir fy por conteo  3.3.2
eligen dos proyectos»
una férmula con k, «para que sea funcién  la constante con area 1 333
de densidad»
una grafica (triangulo, rectangulo) de fx la constante con el rea  3.3.3
de la figura
«funcién de distribuciéon acumulativa», Fx por tramos o 333
«Fx» escalonada
se da Fx y se pide fx saltos (discreta) o 3.34
derivada (continua)
«probabilidad de que esté entre...», «<dado  probabilidad o 3.3.5
que X >..» condicional con
intervalos
«promedio», «valor esperado», «utilidad E(X), ox, E[g(X)] 3.3.6

esperada», «desviacion estandar»
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«mediana», «moda» Fx (%) = 0.5; maximo de ~ 3.3.7
fx

3.3 Procedimientos
3.3.1 Variable discreta con tabla
1. Arma la tabla con cuatro renglones:

x Xy X3 .. X

fx(x) debe dar 1

x fx(x) E(X)

x% fx (x) E(X?)

2. Sihay una constante k, iguala la suma del renglon fx a 1y despéjala.

3. 0)2( =EXY) - [EX)Pyox = \/g. Lee si se pide la variancia o la desviacion estandar.

4. Si el problema da incognitas en los valores de x, plantea una ecuacién con E(X) y otra
con Var(X), y resuelve el sistema.

5. ParaY = g(X): calcula g(x) para cada valor; si dos valores de x dan el mismo y, suma
sus probabilidades.

3.3.2 Construir la funcion de probabilidad por conteo

1. Define X con palabras y escribe su recorrido: « X: numero de cepillos defectuosos entre
los tres elegidos, Ry = {0, 1,2, 3}».

2. Con N objetos, de los que K tienen la caracteristica, y n elegidos sin reemplazo:

K\(N-K
(x)( n—-x
N

G)

3. Si el espacio muestral es pequefio, enumera los resultados igualmente probables y
cuenta.

fx(x) =

4. Si los ensayos son independientes, multiplica: con dos dias independientes, P(X =
0) = P(nada el dia 1) P(nada el dia 2).
5. Comprueba que las probabilidades sumen 1.

3.3.3 Variable continua: constante y funcion acumulativa

illa der.
1. Constante: fon oo

orilla izq. fx(x)dx = 1. Si fx tiene tramos, la integral se parte en tramos.

Con una figura, area = 1 (triangulo: M).
2. Comprueba que fx > 0 con el valor de k obtenido.
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Unidad 4 - Modelos probabilisticos comunes: binomial, geométrica,
Pascal, hipergeométrica, Poisson, uniforme, exponencial y normal

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno conocer4 algunas de las
distribuciones mas utilizadas en la practica de la ingenieria y seleccionara la
mas adecuada para analizar algiin fenémeno aleatorio en particular.

Instrucciones de emergencia

» Frecuencia: aparece en los 18 finales de 2011-1 a 2018-1: en 16 como problema
propio y en 2 dentro de un problema de otra unidad. Vale de 15 a 20 puntos, y en
varios finales hay dos problemas de esta unidad (por ejemplo, Poisson y normal).

= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.

= Ruta corta:

1. Lee la seccién 4.1 y la tabla de la seccion 4.2 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 4.4 tapando la resolucién.
3. Resuelve los ejercicios 4.5 con cronémetro (10 min cada uno).

4.1 Conceptos y expresiones

Modelo probabilistico. Muchos fendmenos aleatorios tienen la misma estructura: contar
éxitos en n intentos, contar llegadas en un intervalo, medir el tiempo hasta un evento.
Para cada estructura ya existe una funcién de probabilidad o de densidad con nombre
propio. Resolver un problema de esta unidad consiste en reconocer el modelo, fijar sus
parametros y aplicar la formula. Se escribe X ~ Modelo(parametros), por ejemplo X ~
Binomial(n = 25, p = 0.05).

Ensayo de Bernoulli. Experimento con dos resultados posibles: éxito, con probabilidad
p, y fracaso, con probabilidad ¢ = 1 — p. Si X vale 1 en el éxito y 0 en el fracaso, X ~
Bernoulli(p), con fx(1) = p, fx(0) = q, E(X) = py Var(X) = pq. Los modelos binomial,
geométrico y de Pascal se construyen repitiendo ensayos de Bernoulli independientes
con la misma p.

Modelos discretos.

Modelo X representa... Jfx(x) Valores E(X) Var(X)

Binomial(n, p) nimero de éxitos (1) p*q"™

en n ensayos

0,1,...,n np npq

Geométrica(p) numero de Tp 1,2,... %7 iz
ensayos hasta el r
primer éxito
Pascal o binomial namero de GNP g rr+1,.. r o
i 1 P »
negativa(r, p) ensayos hasta el
r-ésimo éxito
. o . s A . r r\ N-n
Hipergeométrica(N, r,n) numero de éxitos OB 0,...min(n,r) ng ny (1 - E) fat
al extraer n sin n

reemplazo de N
objetos, r de ellos
éxitos

41



Unidad 3 - Variables aleatorias: funcioén de probabilidad, de densidad y de distribucion, media y variancia

8. Var(aX +b) = aVar(X) +b. Lo correcto es a® Var(X): la constante no aporta dispersion

y el factor sale al cuadrado.

P(1<T<2)
P(T—SZ)’ no P(T > 1)

10. Una probabilidad mayor que 1 o negativa indica una integral mal evaluada; un
E(X) negativo, en cambio, puede ser correcto.

11. Redondear antes de tiempo. Trabaja con fracciones y redondea al final: % = 0.0333
hace que la media salga 1.1999 en lugar de 1.2.

9. Condicional sin intersecciéon. P(T > 1| T < 2) es

3.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Discreta: )} fx(x) = 1- Fx(x) = X<, fx(t) - fx(x) = salto de Fx en x;
= Continua: [ fy =1 Fx(x) = me fx®dt- fx = Fx - P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a)

. P(X>a|X>b):§E§;‘gsia>b

= E(X) =Y xfx o[ xfx E[gX)] =3 gl fy o[ glx)fx
» 0% = E(X%) — [E(X)]? - E(aX +b) = aE(X) + b - Var(aX + b) = a*Var(X)
= = EX) = E(X = p)]-CVx = 2% vy = 33

= Mediana: Fy(%) = 0.5 - moda: maximo de fy

= Conteo sin reemplazo: fx(x) = (I;)(I;lf:f) / (}:{) - fow X ¥ x = 2

avt

3.9 Procedimiento recomendado en el examen

. La variable definida con palabras, su recorrido y si es discreta o continua.
. La condicién Y, fy = 10 [ fx = 1 escrita con sus limites, aunque no se termine.
. Fx con todos sus renglones y la comprobacién Fy/(orilla derecha) = 1.

G s W N =

. E(X), E(X 2), 0')2( y ox, en ese orden, y una frase con unidades: «en promedio, un cliente
ordena 2.3 lotes, con una desviacion estandar de 0.9 lotes».

Si no se encuentra el camino, la integral planteada con sus limites y la férmula del valor
esperado ya valen buena parte del problema.
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. Cada probabilidad con su férmula (Fx(b) — Fx(a) o la condicional) antes de los numeros.

Unidad 3 - Variables aleatorias: funcién de probabilidad, de densidad y de distribucion, media y variancia

3. Fx por tramos: escribe todos los renglones:

0 x<a
Fx(x) =4 [X fx(®)dt a<x<b
1 x>b

4. Si fx tiene dos tramos, el segundo renglén de Fx es lo acumulado en todo el primer
, X pr
tramo mas | . (formula del segundo tramo) dt.
5. Comprueba que Fy(b) = 1.

3.3.4 De la funcién acumulativa a la de probabilidad o densidad

= Discreta: cada escalén es un valor de X; fx(x;) = Fx(x;)—Fx(valor anterior), el tamafio
del salto.

= Continua: fx(x) = Fx(x) en cada tramo; donde Fx es constante, fx = 0.

3.3.5 Probabilidades y condicionales

1. Continua: P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a), o la integral de fy entreay b.
2. Discreta: suma las fy(x) de los valores que caen en el intervalo, cuidando si los extremos
entran.

3. Condicional con intervalos: P(A | B) = P(P/zgf ) Sig> b, entonces P(X >a| X >b) =
igig;, porque la interseccion se queda con el intervalo mas chico.

3.3.6 Valor esperado, variancia y funciones de la variable

1. E(X): multiplica por x antes de sumar o integrar.

2. E(X?): multiplica por x?. Luego 0')2( = E(X?) — [E(X)]?, que nunca es negativa.

3. Para E(aX + b) y Var(aX + b) usa las propiedades: no hace falta la tabla de la nueva
variable.

4. Si fx es simétrica alrededor de ¢, E(X) = ¢ sin integrar (compruébalo con la integral si
sobra tiempo).

5. Para comparar decisiones (enviar en uno o dos paquetes, comprar o no), calcula el
valor esperado de cada opcion y elige el mejor.

3.3.7 Mediana y moda

1. Mediana: resuelve Fy (%) = 0.5 en el tramo donde Fy cruza 0.5.
2. Moda continua: el maximo de fx (derivar e igualar a 0, o ver la grafica). Moda discreta:
el valor con mayor fx(x).

3.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: 1er final 2017-1, problema 3.
Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad
x+6

=g 0=t

en otro caso

Determine:
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Unidad 3 - Variables aleatorias: funciéon de probabilidad, de densidad y de distribucion, media y variancia

= a) la funcién de distribucion acumulativa de X;;

= b) la probabilidad de que X se encuentre en el intervalo [-2, 0].

Datos. Variable continua; fx es positiva en [—6, 4].

Planteamiento. Fx(x) = [, fx(t) dt por tramos; P(—2 < X < 0) = Fx(0) — Fx(—2).
Resolucion.

s . 1 2 4 1
1. Comprobacion de que es densidad: = [x? + éx] =5 ((8 +24)— (18 — 36))

6 50
32—(~18) _

=0 1.
2. a) Para x < —6: Fx(x) = 0.

: S 12 ] = L (2 ex— (1g)) = XHIZeass _
3. Para—6 < x < 4: Fy(x) = & [ +6t]76— 50(2 +6x—( 18))_ 12136
(x+6)?
100 °
4. Para x > 4: Fy(x) = 1. Comprobacién: Fx(4) = % =1
0 x < —6
_ J G+
Fx(x) =955~ —6<x<4
1 x>4

5. b) P(—2 < X < 0) = Fx(0) — Fx(-2) = 2= — 2% = 0.2.
6. Resultado: la probabilidad de que X esté entre -2 y 0 es 0.2: el 20 % del area bajo

la densidad.

3.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 3.5.1 - Lotes pedidos: desviacién estandar
Adaptado de: ler final 2016-1, problema 3.

Un proveedor vende un producto en lotes de 5 kg. Sea X el nimero de lotes que ordena un
cliente elegido al azar, con funcién de probabilidad fx(1) = 0.2, fx(2) = 0.4, fx(3) =03
y fx(4) = 0.1. Obtenga la desviacion estandar del nimero de lotes ordenados.
Resolucion.

1. Comprobacién: 0.2 + 0.4 + 0.3 4+ 0.1 = 1.

. E(X) =1(0.2) + 2(0.4) + 3(0.3) + 4(0.1) = 0.2 + 0.8 + 0.9 + 0.4 = 2.3.

. E(X%) =1(0.2) + 4(0.4) + 9(0.3) + 16(0.1) = 0.2 + 1.6 + 2.7 + 1.6 = 6.1.
0% =6.1—(2.3)? = 6.1 — 5.29 = 0.81, asi que gy = 0.9 lotes.

:-hUDN

Ejercicio 3.5.2 - De la escalera a la funcién de probabilidad
Adaptado de: ler final 2015-1, problema 3.
La funcién de distribucién acumulativa de una variable aleatoria X es
0 x < -2
04 -2<x<05

Fx(x) =
X0 =10s 05<x<3

1 x2>3
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Ejercicio propuesto 3.6.6
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 3.

El tiempo semanal (en minutos) que un estudiante llega tarde a clase tiene densidad
fx(x) = m(ZSOO — x?) para —50 < x < 50. Determine:

= a) el tiempo promedio semanal de retardo;

= b) la probabilidad de que el retardo exceda su promedio.

Resultado: E(X) = 0 min; P(X > 0) = 0.5.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 3.6.7
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 3.

Sea X continua con densidad fx(x) = k cos 2x para 0 < x < % y 0 en otro caso. Determine:
= a)el valor de k;

= b) la funcién de distribucién acumulativa;

= ¢) la mediana.

Resultado: k = 2; Fx(x) = sen 2x en [0, %]; X = 1”—2 = 0.2618.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 3.6.8

Adaptado de: ler final 2016-2, problema 4.

Eltiempo T (en minutos) entre llegadas a un puesto de revistas tiene funcién de distribucién
acumulativa F(t) = 1 — e "% parat > 0y 0 para t < 0. Determine:

" A)P(T>1|T<2),

= b) la funcién de densidad.

Resultado: a) 0.1680; b) fr(t) = 1.6e~ 1% parat > 0.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 102.

3.7 Errores frecuentes

1. Olvidar renglones de Fy. Faltan el «0 antes» o el «1 después», o el segundo tramo
no arrastra lo acumulado en el primero.

2. Integrar fuera del soporte. Los limites son las orillas donde fyx # 0, no —co e oo
literalmente.

3. Confundir E(X?) con [E(X)]?. E(X?) se calcula con x2 fy(x); luego se resta el cua-
drado de la media. Una variancia negativa es un error seguro.

4. Perder signos al evaluar. G(a) va entre paréntesis; (—6)° = 36 y (—6)> = —216.

5. Tratar < y < igual en una discreta. P(X < 2) # P(X < 2). En una continua si dan lo
mismo.

6. Confundir o con ¢2. La desviacién estandar es la raiz de la variancia.

7. Sumar mal en Y = g(X). Si dos valores de x dan el mismo y, sus probabilidades se
suman en una sola columna.
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Unidad 3 - Variables aleatorias: funcion de probabilidad, de densidad y de distribucion, media y variancia

vendidas en dos dias. Determine la funcién de probabilidad de X.
Resultado: fx(0) = 0.49, fx(1) = 0.42, fx(2) = 0.09.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 3.6.2
Adaptado de: 2° final 2016-2, problema 3.
Una empresa tiene dos proyectos del sector industrial, tres del energético y cinco del am-

biental. Se eligen dos proyectos al azar. Determine la funcion de distribuciéon acumulativa
del numero X de proyectos del sector energético elegidos.

Resultado:FX(x):Osix<O;%siO§x<l;%sil§x<2;lsix22.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 3.6.3

Adaptado de: 1er final 2012-1, problema 3.

Una urna contiene cinco pelotas numeradas del 1 al 5. Se toman dos al azar, sin reemplazo.
Determine la funcién de probabilidad de:

= a) el mayor de los dos niimeros;
= b) la suma de los dos nimeros.

Resultado: a) fx(2,3,4,5) = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4;b) f4/(3,...,9) = 0.1, 0.1, 0.2, 0.2, 0.2, 0.1, 0.1.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 3.6.4

Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 3.

La variable discreta X toma los valores 0, 1, 2, 3 y 4 con probabilidades 0.10, 0.20, 0.30,
0.25y0.15.Sea Y = X — 4X? + 10. Determine:

= a) la funcién de probabilidad de Y;
= b) la media y la variancia de Y.

Resultado: fy(1,2,7,10) = 0.25, 0.30, 0.20, 0.25; E(Y) = 4.75; Var(Y) = 13.6875.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 3.6.5

Adaptado de: ler final 2013-1, problema 4.

El 7 % de los paquetes enviados se pierde. Una persona quiere enviar dos libros de $20 cada
uno. Enviarlos en un paquete cuesta $5.20; por separado, $3.30 cada paquete. Si se quiere

minimizar el desembolso esperado (envio mas posible pérdida), jconviene un paquete o
dos?

Resultado: un paquete, $8.00; dos paquetes, $9.40: conviene un solo paquete.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 102.
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= a) Grafique Fx y construya la funcién de probabilidad.
= b) Calcule E(X).

= ¢) Calcule P(—2 < X < 0.5).

Resolucion.

1. a) La grafica es una escalera con saltos en -2, 0.5 y 3; cada escalon incluye su extremo
izquierdo (punto lleno).

2. Tamano de los saltos: fx(—2) = 0.4 -0 = 0.4; fx(0.5) = 0.8 — 0.4 = 0.4; fx(3) =
1-08=0.2.

x -2 05 3
fx(x) 04 04 02

3. b) E(X) = —2(0.4) + 0.5(0.4) + 3(0.2) = —0.8 + 0.2 + 0.6 = 0.
4. ¢) Los dos extremos entran: P(—2 < X < 0.5) = fx(-2) + fx(0.5) = 0.4 + 0.4 = 0.8.
Con la acumulativa: Fx(0.5) — Fx(—2) + fx(—2) = 0.8 — 0.4 + 0.4.

Ejercicio 3.5.3 - Valores desconocidos de la variable

Adaptado de: 1er final 2014-1, problema 3.

La variable aleatoria X toma los valores a, by 0, cada uno con probabilidad % Determine
aybsi E(X) =0y Var(X) = g.
Resolucion.
1. E(X) = §+§+0:0,dedondeb:—a.
2. Como E(X) = 0, Var(X) = E(X?) = %2 + b—; = %, de donde a® + b? = 8.
3. Conb=—a:2d2=8,a2=4,a = +2.
44440 _ 8

4. Resultado: a = —2 y b = 2 (o al revés). Comprobacién: E(X?) = > =3

Ejercicio 3.5.4 - Cepillos defectuosos: funcion de probabilidad por conteo

Adaptado de: 1er final 2016-2, problema 3.

En un lote de diez cepillos dentales, cuatro tienen defecto en el acabado. Se toman tres
cepillos al azar.

= a) Construya la funcién de probabilidad del nimero de cepillos defectuosos.

= b) Calcule la media y la desviacion estandar.

Resolucion.

1. X:namero de cepillos defectuosos entre los tres elegidos; Ry = {0, 1, 2, 3}. Hay (130) =
120 muestras posibles.
(O[6N)
2. 2) fy(x) = 92

_120) _ 1. _4(15) _ 1.
» fx(0) = 0 = g,fx(l) =% =

- 5@ =0 = 2 p3)= 2 = L suman 1.

_ 1,6 3 _ i
3. b)E(X)=0+ 5+t 15 T30 = 12 cepillos.
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o4l 20 i 2 _9g_ = =
4. E(X)—0+2+10+30 2, asi que 0y =2 —1.44 = 0.56 y ox = 0.7483.

Ejercicio 3.5.5 - Densidad por tramos y probabilidad condicional

Adaptado de: 2° final 2015-1, problema 3.

Sea Y una variable aleatoria con funciéon de densidad fy(y) = 0.2 para —1 < y < 0,
fr(y) =02+ kypara 0 <y <1,y 0 en otro caso.

= a) Determine el valor de k.
= b) Calcule P(Y > 0.5]|Y > 0.1).

Resolucion.

1 a) [’ 02dy+ (0.2 + ky)dy =02+ (0.2+ 5) =1, de donde £ =06y k =12

2. b) Como 0.5 > 0.1: P(Y > 05 | Y > 0.1) = 2005

P(Y>0.1)
segundo tramo.
3. Antiderivada del segundo tramo: G(y) = 0.2y + 0.6y?, con G(1) = 0.8.
4. Numerador: G(1) — G(0.5) = 0.8 — (0.1 + 0.15) = 0.55. Denominador: G(1) — G(0.1) =
0.8 — (0.02 + 0.006) = 0.774.

5. P(Y>0.5|Y>0.1):%

; los dos intervalos caen en el

= 0.7106.

Ejercicio 3.5.6 - Densidad triangular dada por una figura
Adaptado de: ler final 2018-1, problema 3.

La grafica de la funcion de densidad de X es un tridngulo con basede x = 0ax =2y
vértice en (1,k): fx(x) =kxen [0,1]y fx(x) =k(2—x)en[1,2].

= a) Determine el valor de k.

= b) Calcule el valor esperado de X.

Resolucion.

1. a) Area del triangulo: % =%k

> =1l,asiquek =1.

(s}

. Con integrales:k[x;]; +k[2x— x;]j = g +k(2— %) =k=1

w

o 2 1 s 1% 1 /4 2y
. b)E(X)—IO x-xdx+f1 x(2—x)dx = 3 +[x —%]1 = §+(§— §) =1
4. Observacién: la densidad es simétrica alrededor de x = 1, asi que E(X) = 1 sin

integrar. Ademas, E(X?) = % yo% = é_

Ejercicio 3.5.7 - De la acumulativa continua a la densidad

Adaptado de: ler final 2011-1, problema 2.

3 2
La funcién de distribucién acumulativa de X es Fy(x) = 0 para x < 0, Fx(x) = £ erx
0<x<1yFx(x)=1parax>1.
= a) Obtenga la media y la variancia de X.
= b) Calcule la probabilidad de que X se encuentre entre 0.5 y 1.

para

Resolucion.

1. Se deriva: fy(x) = %xz + x en [0,1] y 0 en otro caso.

]
2. 2) EQO = o (3® +x%)dx =2 + 1 = 2 = 0.7083.
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173 3 1 11
3. E(Xz) = J’O (§x4+x3)dx: E + Z = %

2 _ 11 _ (172 139 _
4. 0% =2 —(52) = Jo = 0.0483.
5. b) P(0.5 < X < 1) = Fy(1) — Fx(0.5) =1 — %;025 =1-0.1875 = % = 0.8125.

Ejercicio 3.5.8 - Utilidad esperada: propiedades del operador
Adaptado de: 2° final 2011-1, problema 2.

Una tienda compr6 tres computadoras a $5000 cada una y las vendera a $10 000. El
fabricante readquiere cada computadora no vendida a $2000. Sea X el nimero de compu-
tadoras vendidas, con fx(0) = 0.1, fx(1) = 0.2, fx(2) = 0.3y fx(3) = 0.4. La utilidad es
U = 10000X + 2000(3 — X) — 15000 = 8000X — 9000. Calcule la utilidad esperada y su
variancia.

Resolucion.

1. E(X) = 00.1) + 1(0.2) + 2(0.3) + 3(0.4) = 2.

E(X?)=0+02+1.2+3.6 =5,asi que Var(X) = 5—2% = 1.

. E(U) = 8000 E(X) — 9000 = 16 000 — 9000 = $7000.

. Var(U) = 80002 Var(X) = 64 000 000 (pesos®), es decir, oy = $8000.

. Resultado: en promedio, la utilidad es de $7000, con una desviacion estandar de $8000.

1o WD

Ejercicio 3.5.9 - Tiempo de digestion: integral por partes
Adaptado de: ler final 2013-1, problema 3.

Sea X el tiempo de digestion (en horas) de una comida, con funcién de densidad fx(x) =

9xe ¥ para x > 0y 0 en otro caso.

= a) Determine la funcién de distribucion acumulativa y usela para calcular la probabilidad
de que la comida se digiera en a lo mas dos horas.

= b) Calcule la probabilidad de que la digestién tome mas de tres horas.

= ¢) Calcule el tiempo promedio de digestion.

Resolucion.

1. a) Por partes, conu =t ydv = e >'dt: [ 9te™ dt = 9 (—%eﬂt - %efy) = —3te3 —¢7¥,

. Fx(x) = [—3te73t - e73t]g =1—3xe > — e 3 parax > 0, y Fx(x) = 0 para x < 0.

. P(X<2)=Fx(2)=1-6e%—e%=1-7¢%=0.9826.

B P(X>3)=1-Fx(3) =% +e° =10e° = 0.0012.

CQE(X) =9y x%e ¥ dx =9- & = 18 = 0.6667 h (40 minutos).

ﬁ_

g WD

3.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.3.

Ejercicio propuesto 3.6.1
Adaptado de: 2° final 2017-1, problema 3.

Una tienda vende cada dia cero impresoras con probabilidad 0.7 y una impresora con
probabilidad 0.3, de manera independiente de un dia a otro. Sea X el nimero de impresoras
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Unidad 6 - Distribuciones muestrales: teorema del limite central, media muestral y ji cuadrada

Ejercicio 6.5.4 - Doscientas muestras, con y sin reemplazo
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 6.
Las estaturas de 1000 estudiantes tienen distribucién aproximadamente normal con media

174.5 cm y desviacion estandar 6.9 cm. Si se extraen 200 muestras aleatorias de tamaro
25, determine:

= a) el nimero de muestras cuyo promedio cae entre 172.5 y 175.8 cm, con reemplazo;
= b) el nimero de muestras cuyo promedio cae por debajo de 172.5 cm, sin reemplazo.

Resolucion.
6.9
1. a) Con reemplazo: oy = — = 1.38.
) p X J25
172.5—-174.5 _ 175.8—174.5

7= RS = 14493 - —1.45; 7, =

. P(172.5 < X < 175.8) = F;(0.94) — F7(~1.45) = 0.8264 — 0.0735 = 0.7529.

2 = 0.9420 — 0.94.
3
4. Numero esperado: 200(0.7529) = 150.58 = 151 muestras.
5

. b) Sin reemplazo de una poblacién finita, N = 1000: oy = % 11000000__215 =
1.38(0.98791) = 1.3633.
6. z = 22T — 14670 — —1.47, asi que P(X < 172.5) = Fz(—1.47) = 1-0.9292 =
0.0708."

7. Ntmero esperado: 200(0.0708) = 14.16 = 14 muestras.

Ejercicio 6.5.5 - Formularios de hipoteca: dos dias independientes

Adaptado de: 2° final 2015-1, problema 6.

El tiempo que tarda un solicitante en llenar una forma para una hipoteca tiene distribucién
normal con media 10 minutos y desviacién estandar 2 minutos. Un dia llenan la forma 5

personas y al dia siguiente 6. ;Cual es la probabilidad de que el tiempo promedio de la
muestra de cada dia sea a lo sumo 11 minutos?

Resolucion.

1. X ~ N(10, 22). La poblacién es normal: X es normal con cualquier n.

2. Dial,n=5o0g = % =0.8944; z = élsgli =1.1180 > 1.12; P(X; < 11) = F4(1.12) =
0.8686.

3. Dia2,n=6:0g = Jig =0.8165;z = 318_122 =1.2247 — 1.22; P(X, < 11) = F4(1.22) =
0.8888.

4. Las muestras son independientes: P = (0.8686)(0.8888) = 0.7720.

Ejercicio 6.5.6 - Poblacion uniforme discreta
Adaptado de: 2° final 2011-1, problema 5.
Dada la funcién de probabilidad de una poblacién uniforme, fx(x) = i parax =0,1,2,3,

calcule la probabilidad de que una muestra aleatoria de tamano 36, seleccionada con
reemplazo, dé un promedio muestral mayor que 1.45 pero menor que 1.75.

Resolucién.
1 jx = }1(0+1+2+3): 1.5.
2. o} = j; [(0- 152 +(1-15%+ (@2~ 152+(3-15)?] = }1(5) =1.25.
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Unidad 4 - Modelos probabilisticos comunes: binomial, geométrica, Pascal, hipergeométrica, Poisson, uniforme,
exponencial y normal

= a) la probabilidad de que la resistencia de una muestra sea menor que 6250 kg/cm?;
= b) la probabilidad de que esté entre 5800 y 5900 kg/cm?;
= ¢) el valor de resistencia que excede al 95 % de las muestras.

Resolucion.

1. X £ resistencia de una muestra [kg/cm?®]; X ~ N(6000, 100%).

2. a) z = B0 = 2,50; P(X < 6250) = F£(2.50) = 0.9938.

3.b) 7z = TR = 200y 7y = ZHHE = —1.00; P = Fz(—1.00) — Fz(~2.00) =

0.1587 — 0.0228 = 0.1359.

4. ¢) Se busca x con P(X < x) = 0.95. En la tabla, 0.95 queda entre z = 1.64 y z = 1.65:
Z0.05 = 1.645.

5. x = 6000 + 1.645(100) = 6164.5 kg/cmz (con z = 1.64, 6164 kg/cmz).

Ejercicio 4.5.8 - Tiempo de viaje: normal y binomial «2 de 3»
Adaptado de: ler final 2015-1, problema 4.

Un ingeniero tarda en promedio 24 minutos en ir de su casa a la oficina, con desviacién
estandar de 3.8 minutos; el tiempo de viaje es normal.

= a) Si sale a las 8:35 y el café se sirve en la oficina de 8:50 a 9:00, ;cuél es la probabilidad
de que se pierda el café?
= b) ;Cual es la probabilidad de que 2 de los 3 viajes siguientes tomen por lo menos media
hora?
Resolucion.
1. X £ duracién de un viaje [min]; X ~ N(24, 3.8%).
. a) SeZEiezzide el café sillega a las 9:00 o después, es decir, si el viaje dura 25 min o mas.

2
3. z= =0.263 = 0.26; P(X > 25) = 1 — F(0.26) = 1 — 0.6026 = 0.3974.
4

38
. b) Primero, la probabilidad de un viaje largo: z = % =158, p = P(X > 30) =
1-0.9429 = 0.0571. ‘
5. Y = numero de viajes largos entre los 3 siguientes; Y ~ Binomial(n = 3, p = 0.0571).

6. P(Y =2) = (g)pzq = 3(0.0571)(0.9429) = 0.0092.

Ejercicio 4.5.9 - Examen de licencia: binomial exacta y aproximacién normal

Adaptado de: 2° final 2016-1, problema 4.

El 70 % de los ingenieros civiles que presentan el examen para obtener la licencia de perito

lo aprueba. Si 50 lo presentaran el proximo sabado, encuentre la probabilidad de que lo

aprueben de 37 a 39.

Resolucion.

1. X £ ntmero de aprobados, de 50; X ~ Binomial(n = 50, p = 0.7).

2. Exacta: P(37 < X < 39) = f(37) + f(38) + f(39) = 0.1050 + 0.0838 + 0.0602 = 0.2490.

3. Aproximacién normal: np = 35 > 5yng = 15 > 5. u = 35, o? = npq = 10.5,
o = 3.2404.

4. Con la correccién por continuidad: P(37 < X < 39) = P(36.5 <Y < 39.5).

5.2 = 222 — 046y 2y = T2 = 139,

6. P = F;(1.39) — F;(0.46) = 0.9177 — 0.6772 = 0.2405, muy cerca del valor exacto.
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exponencial y normal

4.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucidn. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.4.

Ejercicio propuesto 4.6.1

Adaptado de: 1er final 2016-1, problema 5.

Los barcos de carga llegan a un puerto segin un proceso de Poisson, con un promedio de
8 por hora. ;Cual es la probabilidad de que lleguen exactamente 5 barcos en una hora?
Resultado: 0.0916.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 103.

Ejercicio propuesto 4.6.2
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 4.
El tiempo hasta la falla de una pantalla plana LCD es exponencial con media de tres

anos. La tienda hace valida la garantia durante el primer afio de uso. ;Qué porcentaje de
pantallas hara uso de la garantia?

Resultado: P(T < 1) = 0.2835: el 28.35 %.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 103.

Ejercicio propuesto 4.6.3
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 5.
El tiempo de espera, en horas, entre la detecciéon de dos conductores sucesivos a alta

velocidad por un radar tiene funcién de distribucién Fy(x) = 1 —e73* para x > 0 (y 0
para x < 0). Determine:

= a) la probabilidad de esperar menos de 12 minutos;
= b) la probabilidad de esperar entre 12 y 18 minutos;
= ¢) la media y la variancia del tiempo de espera.

Resultado: 0.7981; 0.1112; E(X) = 0.125 h (7.5 min), Var(X) = 0.0156 h?

— Resolucién en el Apéndice E, p. 103.
Ejercicio propuesto 4.6.4
Adaptado de: ler final 2018-1, problema 5.

El error en la longitud de un alambre puede variar de 1 a 4 mm, con la misma probabilidad
en todo el intervalo. Obtenga la probabilidad de que un alambre tenga un error de mas de
2 mm.

Resultado: % = 0.6667.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 103.

Ejercicio propuesto 4.6.5
Adaptado de: 2° final 2016-2, problema 4.

La probabilidad de que una tiradora acierte en el objetivo en cualquier disparo es %
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1. X: calificacién de un estudiante; X: promedio de los 36 exdmenes. py = 68.3, oy = 8.4,
n = 36.

- 2
. La distribucion es desconocida, pero n = 36 > 30: por el TLC, X ~ N(68.3, %).
84 _ 84 _
ox = E = ? =14.
70—68.3

z2=— = 1.2143 — 1.21.
. P(X >70)=1—Fz(1.21) = 1 — 0.8869 = 0.1131.
. Resultado: en cerca del 11 % de las muestras de 36 examenes el promedio pasa de 70.

Ejercicio 6.5.2 - Pruebas de inteligencia: probabilidad entre dos valores
Adaptado de: 2° final 2017-1, problema 6.
Varias pruebas de inteligencia dieron una puntuacién con distribucién normal de media

100 y desviacion estandar 15. Si se selecciona al azar una muestra de 50 pruebas, ;cual es
la probabilidad de que el puntaje promedio de la muestra esté entre 95 y 102 puntos?

Resolucion.
1. X ~ N(100, 15%): puntaje de una prueba. La poblacién es normal, asi que X ~
152
N(100, ).

0% = 755 = 7o = 21213,
_ 95100 _ e o _ 102-100 _
a= 31213 2.3570 - —2.36; zj, = o5 0.9428 — 0.94.

. F7(0.94) = 0.8264 y F(—2.36) = 1 — 0.9909 = 0.0091.
. P(95 < X < 102) = 0.8264 — 0.0091 = 0.8173.

SRR

Ejercicio 6.5.3 - Revelado fotografico: un individuo contra el promedio

Adaptado de: 2° final 2018-1, problema 5.

En un proceso fotografico, el tiempo de revelado de las copias tiene distribucion normal

con puy =18 [s] y ox = 0.75 [s].

= a) Determine la probabilidad de que el revelado de una copia tarde de 16 a 19.5 [s].

= b) Si se toma una muestra aleatoria de 10 tiempos de revelado, defina los parametros
de la distribucién del tiempo promedio de la muestra.

= ¢) Obtenga la probabilidad de que el tiempo promedio de la muestra sea mayor que 18.5
[s].

Resolucion.

1. a) Es una copia: se usa o, no oy. z, = 16-18 _ 267 yzp = % =

2. P(16 < X < 19.5) = F4(2) — F(—2.67) = 0.9772 — 0.0038 = 0.9734.

3. b) La poblacién es normal, asi que con n = 10 (aunque sea menor que 30) X es normal:

g =18syog = ‘% =0.2372's (02 = 0.05625 5%).
_ 185-18
4. ¢)z= a3 = 21082 > 211

5. P(X > 18.5) = 1 — F»(2.11) = 1 — 0.9826 = 0.0174.
6. Resultado: una copia tarda entre 16 y 19.5 s con probabilidad 0.9734; el promedio de
10 copias pasa de 18.5 s con probabilidad 0.0174.
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6.3.6 Media con t de Student

1. Poblaciéon normal, o desconocida, se conoce s.
Xy
2.t=—=conv=n-—1.

s/n

3. Lee la tabla t (area a la derecha), igual que la ji cuadrada.

6.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: ler final 2014-1, problema 6.

Se lanza un dado. Sea X el numero que queda hacia arriba.

= a) ;Qué distribucion tiene X?

= b) ;Cuél es la media y la variancia de X?

= ¢) Si el dado se lanza 30 veces y se promedian los resultados, ;cual es la media y la
variancia tedrica de la media muestral?

= d) Al lanzar 30 veces el dado, ;cudl es la probabilidad aproximada de que la media
muestral sea mayor o igual que 4?

Datos. X € {1,2,3,4,5,6}; n = 30 lanzamientos.

Planteamiento. Primero los parametros de la poblacién (procedimiento 6.3.4); luego

los de X y el TLC (procedimiento 6.3.1).

Resolucion.

1. a) Las seis caras son igualmente probables: X tiene distribucién uniforme dis-
creta, fy(x) = % parax =1,...,6.

2. by = HEE B _35
3. E(X?) = %66“5*36 = % asi que 0% = % —352= % =2.9167.
2 35/12 _ 35
4 O pg = px =35y0% = 3—/0 = 2 = 0.0972; de donde oy = 03118,
5. d)n =30 > 30: por el TLC, X ~ N(3.5, 0.0972) aproximadamente.
_ 435 _
6. z= 03118 = 1.6036 — 1.60.
7. «Mayor o igual» es el area a la derecha: P(X > 4) = 1 — F7(1.60) = 1 — 0.9452 =
0.0548.

8. Resultado: la probabilidad de que el promedio de 30 lanzamientos sea al menos
4 es 0.0548 (con z sin redondear, 0.0544). Un solo lanzamiento da 4 o més con
probabilidad %; el promedio de 30, apenas 5 % de las veces.

6.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 6.5.1 - Examen de admision: distribucion desconocida

Adaptado de: 1er final 2016-2, problema 6.

Miles de estudiantes presentaron un examen de admision. Sea X la calificacién de un
estudiante elegido al azar. Se desconoce la distribucién de X, pero se estima que tiene

media 68.3 y desviacion estandar 8.4. Si se toma una muestra de 36 exdmenes, ;jcuil es la
probabilidad de que el promedio de las calificaciones sea superior a 70?

Resolucién.
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Encuentre la probabilidad de que tenga que disparar 7 veces para acertar 4.
Resultado: 0.0732.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 103.

Ejercicio propuesto 4.6.6
Adaptado de: 2° final 2017-1, problema 5.
El 2 % de los tornillos que fabrica una maquina tiene defectos. En un lote de 200 tornillos,

;cuél es la probabilidad de que exactamente el 99 % sea no defectuoso? ;Y de que lo sea el
99 % o0 mas?

Resultado: 0.1458; 0.2351.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 103.

Ejercicio propuesto 4.6.7

Adaptado de: 2° final 2018-1, problema 5, inciso a.

En un proceso fotografico, el tiempo de revelado de las copias es normal con = 18 sy
o = 0.75 s. Determine la probabilidad de que el revelado de una copia tarde de 16 a 19.5 s.
Resultado: 0.9734.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 103.

Ejercicio propuesto 4.6.8
Adaptado de: 2° final 2011-1, problema 4.
En la noche de un sabado, uno de cada diez conductores maneja en estado de ebriedad.

Si se inspeccionan al azar 400 conductores, ;cual es la probabilidad de que el niimero de
conductores ebrios sea:

= a) menor que 327

= b) mayor que 49?

= ¢) por lo menos 35, pero menor que 47?

Resultado (aproximacién normal con correccion): 0.0778; 0.0571; 0.6811.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 104.

Ejercicio propuesto 4.6.9
Adaptado de: ler final 2015-1, problema 6.
El 25 % de las personas que entran a una libreria compra algo, y las compras siguen una

distribucién binomial. Si en un dia entraron 80 clientes, calcule la probabilidad de que se
hagan al menos 28 compras.

Resultado: 0.0262 con la aproximacién normal y correccién por continuidad (0.0295
exacta).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 104.
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Ejercicio propuesto 4.6.10

Adaptado de: 1er final 2016-2, problema 3.

En un lote de diez cepillos dentales, cuatro tienen defecto en el acabado. Si se toman tres
cepillos al azar, determine:

= a) la funcién de probabilidad del numero de cepillos defectuosos;
= b) sumediay su desviaci()n esténdar

Resultado: fx(0,1, 2, 3)— e 2 10 30,

— Resolucién en el Apéndice E, p. 104.

E(X) =1.2; 05 = 0.7483.

4.7 Errores frecuentes

1. No reescalar el parametro de Poisson. «6 por minuto» y la pregunta habla de 2
minutos: el pardmetro es 12, no 6.

2. Usar la media como parametro de la exponencial. «Media de 3 afios» significa
A= %, noA=3.

3. Tasa en unidades distintas a las de la pregunta. 50 llamadas al dia en una jornada
de 8 h son 6.25 por hora; si la pregunta esta en horas, A debe estar por hora.

4. Ignorar una condicion en la exponencial. «Si ya lleva 5 afios» pide P(T < 25| T >
5) = P(T < 20),n0o P(5< T < 25).

5. Sumar muchos términos en lugar de usar el complemento. «Al menos 2» es
1- f(0) — f(1).

6. Confundir > con > en los modelos discretos. «Al menos 2» incluye el 2; «méas de
2» no. «Menor que 32» es X < 31. En los continuos da igual.

7. Confundir binomial con Pascal. Si el tltimo ensayo es el éxito buscado («el duodé-
cimo es el segundo en suscribirse»), es Pascal y se usa (f:ll) no (f)

8. Usar binomial cuando no hay reemplazo y el lote es pequefo: es hipergeométrica.

9. Tomar o por o. En N(u,52) el segundo ntmero es la variancia; saca la raiz antes de
estandarizar.

10. Leer mal la tabla. La tabla da el drea a la izquierda; para «mayor que», 1 — Fz(z).
Una probabilidad negativa o mayor que 1 indica un éarea volteada.
11. Olvidar o aplicar mal la correccién por continuidad. Usala segtin la tabla de 4.3.5

y estandariza siempre con y = np.

4.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Bernoulli: E = p, Var = pq - Binomial: (7)p*q" ™™, E = np, Var = npq

= Geométrica: ¢* !p, E = % Var = iz - Pascal: (f:ll)prqxfr, E= % Var = %
= Hipergeométrica: (;)(I’:I:’:) E= n ,Var =n% (1 - ) Nen
perg e N/ NT1
—t
= Poisson: t) ®  E=Var = At - Binomial = Poisson(np) si n > 20, p < 0.05
2
. Unlforme P = b CE= & , Var =0 12a)

] Exponenc1al. F = 1—6_)“, P(T >t)=e¢M E= % Var = A—lz “P(T>s+t|T>s)=
P(T >1t)
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Se pide Se escribe Con la tabla

P(X >¢) P(Z > z) 1-Fz(2)
Pla<X<b) P(z,<Z<z) Fylz)—Fzr(zq)

8. Conclusién con palabras: «La probabilidad de que el promedio... sea... es 0.____».

6.3.2 Lectura de tablas

= Normal estandar. La fila da el entero y el primer decimal; la columna, el segundo
decimal. Ejemplo: F;(1.21) esta en la fila 1.2, columna 0.01: 0.8869.
- Si la tabla solo trae valores positivos: F;(—z) = 1 — Fz(z). Ejemplo: F;(—1.37) =
1-0.9147 = 0.0853.
« Comprobacion: si z < 0, Fz(z) < 0.5;si z > 0, Fz(z) > 0.5.
= Ji cuadrada. Se busca la fila v = n — 1; cada columna es el area a la derecha «.
« Para P(y? > c): se localiza c en la fila v y se lee el encabezado de su columna. Ejemplo:
con v =24, x¢o5.04 = 36.415, asi que P(y* > 36.4) ~ 0.05.
« Para P(y% <c):es1—a.
Para P(a < x? < b): a, — o (4rea derecha de a menos area derecha de b). Ejemplo
conv =9 xlogo = 2088y xigs9 = 16.919, asi que P(2.088 < y* < 16.919) =
0.99 — 0.05 = 0.94.
« Sic cae entre dos columnas, se reporta la probabilidad aproximada o se interpola.
= tde Student. Igual que la ji cuadrada, con area a la derecha. Ejemplo: t; 9259 = 2.262, es
decir, P(T > 2.262) = 0.025 con 9 grados de libertad. Por simetria, P(T < —t) = P(T > t).

6.3.3 Variantes del problema de la media muestral

= «;Cuantas de M muestras?»: calcula la probabilidad p para una muestra y multiplica:
M - p. Redondea al entero mas cercano.

= Dos muestras independientes («el primer dia..., el segundo dia...»): calcula cada
probabilidad con su propia n y multiplica, P(A N B) = P(A) P(B).

N-n

» Sin reemplazo, poblacion finita: oy = ?—F

t—nu
ayn’

» Suma o total: , X; ~ N(ny, no?)y z =

6.3.4 Poblacion dada por su distribucion
1. Identifica el modelo (por ejemplo, uniforme discreta: fy(x) = %)

2. Caleula py = Y x fx(x) y 0% = Y x? fx(x) — pi%.
3. Conn > 30 aplica el TLC y sigue el procedimiento 6.3.1.

6.3.5 Variancia muestral con ji cuadrada

1. Comprueba que la poblacién sea normal (requisito) y anota 6%, ny v =n— 1.

2
2. Transforma cada valor de S%: )(2 = (";—lz)s, Si el enunciado da valores de S, elévalos al
cuadrado primero.

3. Lee la tabla en la fila v (irea a la derecha) y combina las areas como en 6.3.2.
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Tabla Entrada Da el area... Notacion
t de Student v (fila) y a (columna) aladerecha del valor P(T >t,,)=«a
6.2 Coémo reconocer el problema
Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«se toma una muestra de n...», «el P(X..)conZ 6.3.1
promedio», «la media de la muestra»
«distribucién normal» y una muestra X normal con cualquier  6.3.1
n
«se desconoce la distribuciéon», n > 30 justificar con el TLC 6.3.1
«un solo» individuo, sin muestra normal de la Unidad 4 Unidad 4
(con o, no a//n)
la poblacién se da como funcidén de ux y o% primero, luego  6.3.4
probabilidad (dado, fx(x) = i) TLC
«de 200 muestras, ;jcuantas...?» M-p 6.3.3
«un dia... y al dia siguiente...», «ambas producto de 6.3.3
muestras» probabilidades
«sin reemplazo» y N conocida factor de correccién 6.3.3
«peso total», «<suma» distribucion de Y, X; 6.3.3
«variancia de la muestra s%», «desviacién ji cuadrada 6.3.5
estandar muestral»
o desconocida, se da s, poblacién normal t de Student 6.3.6

6.3 Procedimientos

6.3.1 Probabilidad para la media muestral

1.

N N g

68

. Error estandar: oy =

. Estandariza: z =

Define: «Sea X la [variable] de un individuo» y «sea X el promedio de la muestra de
n».

. Datos: uy, ox y n. Si se da la variancia (o'2 =225 o N(100, 152)), saca la raiz; si se da

la desviacion (N(p = 106, 0 = 12)), Gsala tal cual.

. Justifica la normalidad: «la poblacion es normal» o «n > 30, por el teorema del limite

central».

_ 2
. Modelo: X ~ N(,ux, %‘) con los niimeros sustituidos.

%X
Jn’

y redondea a 2 decimales para entrar a la tabla.

con 4 decimales.

XTHx
ox/n

. Calcula segun la forma de la pregunta:

Con la tabla
Fz(2)

Se escribe

P(Z < 2)

Se pide
P(X <c¢)

Unidad 4 - Modelos probabilisticos comunes: binomial, geométrica, Pascal, hipergeométrica, Poisson, uniforme,
exponencial y normal

= Normal: z = ’%‘u - Fz(=2z) = 1= Fz(2) - 2995 = 1.645
= Aproximacién normal: y = np, o = \/npq (np > 5, nq > 5), con 0.5

4.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. La variable definida con palabras: «X = numero de... en...» o0 «T = tiempo hasta...».

2. El modelo con sus parametros ya calculados: X ~ Poisson(12), T ~ Exponencial(ll—6),
X ~ N(24, 3.8%).

3. La pregunta traducida a simbolos, con el complemento si es mas corto y la condicién
si dice «si ya...» o «dado que...».

4. La férmula escrita y luego sustituida; en la normal, la z con dos decimales y el area
dibujada.

5. Elresultado con 4 decimales y una frase: «el 28.35 % de las pantallas usara la garantia».

Si no se encuentra el camino, nombrar el modelo y escribir la formula con los niimeros

sustituidos ya vale buena parte del problema.
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Unidad 5 - Variables aleatorias conjuntas: marginales,
condicionales, independencia, covariancia y correlacion

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno conocera el concepto de
variable aleatoria conjunta y podra analizar el comportamiento probabilista,
conjunta e individualmente, de las variables a través de su distribucion, e
identificara relaciones de dependencia entre dichas variables.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en los 18 finales de 2011-1 a 2018-1. Vale de 15 a 20 puntos.
Lo mas comun: una tabla discreta (independencia, condicional, valor esperado) o
una densidad en un rectangulo (probabilidad de una regién, marginal).

= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.

= Ruta corta:
1. Lee la secci6n 5.1 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 5.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 5.5 con cronémetro (12 min cada uno).

5.1 Conceptos y expresiones

Variables aleatorias conjuntas. Son dos (o mas) variables, X y Y, definidas sobre

el mismo experimento. Su distribucion conjunta asigna probabilidad a cada pareja de

valores. Con ella se responde como se comportan las variables juntas, cada una por

separado (marginales), una cuando se conoce la otra (condicionales) y si estan relacionadas

(independencia, covariancia, correlacion). Es la Unidad 3 con dos variables: sumar en el

caso discreto, integrar en el continuo.

Caso discreto. La funcién de probabilidad conjunta es fyy(x,y) =P(X =x, Y =y),y

casi siempre se da como tabla.

= Propiedades: 0 < fyy(x,y) <1y X, X, fxy(x.y) = 1.

= Probabilidad de un evento: P((X ,Y)e A) = Z(x,y)e A fxy(x, y), la suma de las celdas
que cumplen la condicién.

= Marginales: fx(x) = )., fxy(x,) (total de cada renglén o columna de x) y fy(y) =

2o fxy(x,p).

= Condicionales: fy),(x | y) = %, con fy(y) > 0; andlogamente fy|,(y | x) =
Y
Txr(x,9)
fx()

Caso continuo. La funcién de densidad conjunta fxy(x,y) cumple fyy > 0y

Il fxy dxdy = 1.
= Probabilidad de una regién: P((X,Y) € A) = [[, fxy(x,y)dydx.

= Marginales: fx(x) = [* fxy(6, ) dyy fr(y) = [T fxy(x, y) dx: se integra la otra
variable en todo su recorrido. Cada marginal se escribe con su dominio.
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La poblacién es... Tamaiio de Entonces X...
muestra
de distribucion n > 30 es aproximadamente normal (teorema
desconocida o no normal del limite central)
de distribucion n <30 no puede calcularse la probabilidad con

desconocida la informacién dada

Teorema del limite central (TLC). Si Xj, ..., X, es una muestra aleatoria de una pobla-
cién con media p y variancia 2 finitas, la variable

g Xk
o/\n

tiende a la normal estandar cuando n crece. En la practica se aplica con n > 30:

2
X~ N(,ux = U, 0)2-( = %) (aproximadamente).

t—np
N
= El programa menciona ademas la generacion de nimeros aleatorios normales con el

TLC (sumar muchas uniformes); no se ha evaluado en los finales.

= Para la suma o total de la muestra: ¥, X; ~ N(ny, no?), de modo que z =

Distribucién ji cuadrada. Si la poblacién es normal con variancia 62,

2 _ (n—1)s?

T~ )((ZV), v =n— 1 grados de libertad.

o
= Solo toma valores positivos y es asimétrica a la derecha; su media es v.
= Sirve para calcular probabilidades sobre la variancia muestral S? (o sobre la desviacién
S, elevando al cuadrado).
Distribucion t de Student. Si la poblacion es normal y o es desconocida, se sustituye
por S:
X -
T= —’u ~ tn-1)-
S/\n
= Es simétrica respecto a 0, como Z, pero con colas mas pesadas; con n > 30 es casi igual
acz.
= En los finales de 2011-1 a 2018-1 siempre se da o, asi que se usa Z. La t solo se lee en
tablas.
Tablas. En el examen se permiten las tablas de la normal estandar, de la t y de la ji
cuadrada. Lo importante es saber qué area da cada una:

Tabla Entrada Notacion

Fz(z) = P(Z < z)
P(*> i) =a

Da el area...

z con dos decimales
v (fila) y a (columna)

Normal estandar
Ji cuadrada

ala izquierda de z
a la derecha del valor
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Unidad 6 - Distribuciones muestrales: teorema del limite central,
media muestral y ji cuadrada

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno identificara las distribu-
ciones de algunos estadisticos que se utilizan en el muestreo.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en 16 de los 18 finales de 2011-1 a 2018-1 (solo falta en el
2° final 2012-1 y en el ler final 2015-1). Casi siempre es la media muestral con el
teorema del limite central; la ji cuadrada salié dos veces. Vale de 10 a 15 puntos.
» Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 6.1 y la lectura de tablas de la seccién 6.3.2 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 6.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 6.5 con cronémetro (10 min cada uno).

6.1 Conceptos y expresiones

Muestra aleatoria y estadistico. Una muestra aleatoria de tamario n es un conjunto de
variables X;, X, ..., X,, independientes y con la misma distribucion que la poblacién. En el
muestreo aleatorio simple cada elemento de la poblacién tiene la misma probabilidad de ser
elegido. Un estadistico es cualquier funcién de la muestra que no depende de parametros
desconocidos; los dos mas usados son

X:

S =

n n
X; (media muestral), §2 = Ll Z(Xi — X)? (variancia muestral).
=1 n—1lisa

Un estadistico es una variable aleatoria: cambia de una muestra a otra. Su distribucién se
llama distribucién muestral.

Parametros de la media muestral. Si la poblacién tiene media py y variancia o%:

2 0)2( ox .
Hx = HEx> o5 =, oy = —= (error estandar).
n n

= El promedio tiene la misma media que un individuo, pero varia mucho menos: su
desviacion se divide entre /n.
= Sin reemplazo de una poblacion finita de tamafio N se multiplica por el factor de
2
. s o N-n .
correccion: 0')22 = 7’( “No S el muestreo es con reemplazo, o N es muy grande, el
factor se omite.

Forma de la distribucién de X.

La poblacién es... Tamaiio de Entonces X...
muestra
normal cualquier n es exactamente normal
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fxr(x,y)
fx(x)

= Region de definicién. En un rectangulo (a < x < b, ¢ < y < d) todos los limites son
numeros. En una region como 0 < y < x < 1 el limite interior depende de la otra
variable: para x fija, y va de 0 a x; para y fija, x vade y a 1.

= Condicionales: fy|,(y | x) = ,con fy(x)> 0.

area de A

. . . o 1 _
= Uniforme conjunta: si fyy es constante en una region, vale TV P(A) = Zrea toral

Valor esperado de una funcién de dos variables.
Hexnl= ¥ Y s o Heunl = [ sy
Xy

= Con g = x se obtiene E(X), que también se calcula con la marginal: E(X) = ) x fx(x)
o [ xfx(x)dx.

= Valor esperado condicional: E(Y | X = x) = 3,y fyjx(y [ x) 0 |y ey | 0)dy.
Como funcién de x se llama curva de regresion de Y sobre X.

Independencia. X y Y son independientes si y solo si

Fxy(x,y) = fx(x) fy(y) para todo (x, y),
lo que equivale a fx,,(x | y) = fx(x): conocer Y no cambia la distribucién de X.
= Para concluir que no son independientes basta un par (x, y) donde falle la igualdad.
Para concluir que si lo son hay que revisar todos.
= En el caso continuo, si la region es un rectangulo y fxy se factoriza como (funcion de
x)-(funcién de y), son independientes. Si la region no es un rectangulo (por ejemplo
0 < y < x < 1), son dependientes.

Covariancia y correlacion.
Cov(X,Y)

Cov(X,Y) = oxy = E[(X — )Y — py)] = E(XY) — pxpy,  pxy =
09Xy

= El signo de la covariancia indica la direccion de la relacién lineal: positiva, las dos
variables tienden a crecer juntas; negativa, cuando una crece la otra tiende a bajar.

= FEl coeficiente de correlacion no tiene unidades y cumple —1 < p < 1. |p| cercano a 1
indica una relacion lineal fuerte; cercano a 0, débil o nula.

= Propiedades: Cov(X, X) = Var(X); Cov(aX + b, c¢Y +d) = ac Cov(X,Y).

= Si X y Y son independientes, E(XY) = E(X)E(Y) y Cov(X,Y) = 0. El reciproco es
falso: puede haber covariancia cero con variables dependientes.

Combinaciones lineales.

E(aX +bY) = auy + bpy, Var(aX +bY) = azo')% + bzrf% + 2ab Cov(X,Y)

= Si son independientes: Var(X £Y) = 0)2( + a% (las variancias se suman también en la
resta).

= Para n variables: Var (¥, X;) = 3. Var(X;) + 2 };; Cov(X;, X;). Esta férmula es la base
de la Unidad 6.

Distribucién normal bivariada (programa, 5.5). Es la extension de la normal a dos

variables, con parametros iy, fy, ox, oy y p. Sus marginales son normales y, solo en este

modelo, p = 0 equivale a independencia. No aparece en los finales.
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5.2 Como reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
una tabla con x en un eje y y en el otro trabajar con la 5.3.1

tabla conjunta
«funcién marginal», «nimero esperado de sumar o integrarla  5.3.1, 5.3.3
defectos» otra variable
«dado que», «si se sabe que», «siY esiguala...»  condicional 5.3.1,5.3.3
«¢son estadisticamente independientes?» comparar fyy con 5.3.2

Ixfr
«se eligen dos al azar de una caja con a de un construir la tabla 5.3.3
tipo, b de otro...»
una formula fxy(x, y) en un rectangulo; «la integral doble 5.3.4
proporcion del dia», «el tiempo de
mantenimiento»
region 0 < y <x<1020<x<y<40 limites variables 5.3.5
«distribuidas uniformemente», f constante areas 534
«covariancia», «coeficiente de correlacion», Covyp 5.3.6
«interprételo»
«variancia de la suma», «de la diferencia» combinacion lineal  5.3.6

5.3 Procedimientos

5.3.1 Tabla discreta: marginales, probabilidades y condicionales

1. Agrega a la tabla una columna con los totales de cada renglén y un renglén con los
totales de cada columna: son las dos marginales.

2. Comprueba que el total general sea 1. Si hay una constante k, despéjala de )’ celdas = 1.

3. Probabilidad de un evento: marca las celdas que cumplen la condicién y simalas.

4. Condicional de un valor: P(X =x |Y = y) =

5. Condicional de eventos: P(A | B) =

en el denominador.

5.3.2 Independencia

1. Calcula las marginales.

Y celdas en ANB
Y celdas en B

celda

total de su renglén o columna y

. Lo que sigue a «dado que» va

2. Compara una celda con el producto de sus marginales: fyy(x,y) contra fx(x)fy(y).
3. Empieza por una celda con 0: si sus marginales son positivas, el producto no es 0 y la

independencia falla de inmediato.

4. Si encuentras una celda que no cumple, escribe la desigualdad con nimeros y concluye

«no son independientes».

5. Sila celda revisada si cumple, no concluyas nada y sigue con otra; para afirmar la

independencia hay que revisar todas.

6. En el caso continuo, factoriza fyy o compara fxy con el producto de las marginales ya

calculadas.
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. Concluir independencia con una sola celda que si cumple. Una celda que cumple

no prueba nada; para negar basta una que falle.

. Creer que covariancia cero implica independencia. Es falso (ejercicio 5.5.3).
. Voltear la condicional. Lo que sigue a «dado que» o «si se sabe que» va en el

denominador. Un resultado mayor que 1 indica que esta volteada.

. Usar las celdas en lugar de la marginal para E(X): E(X) usa fyx; E(XY) usa las

celdas.

. Integrar la variable equivocada en la marginal. Para fx se integra y, en todo su

recorrido.

. Limites fijos en una region triangular. En0 < y<x < 1,yvade0ax,node0Oal.
. No sustituir el valor dado en la condicional continua, o no dividir entre la marginal

evaluada en ese valor.

. Escribir la marginal sin dominio («0 < y < 2»): se pierde parte del puntaje.
10.

11.

Mezclar unidades: si la densidad est4 en horas, 15 minutos son 7> 10 15.

Restar variancias: Var(X - Y) = ojz( + 01% — 2 Cov; con independencia, las variancias
se suman.

5.8 Formulario de emergencia de la unidad

Marginales: fx(x) =Y, fxy o | fxydy - fr(y) =X, fxy o [ fxydx

Condicional: fy,(y | x) = —f)}i(();)y) -P(A|B) = PS;E;)B)

Independencia: fxy(x,y) = fx(x)fy(y) para todo (x, y)
EgX =YY g fxrol[gfxy EQ | X =x)= [y fydy
Cov(X,Y) = E(XY) — pxpy - p= S —1<p<1

ox0%y
Var(aX +bY) = a?0% + b0 + 2ab Cov - independientes = Cov = 0 (no al revés)
OO ;
. . S o . . . — area
Sin reemplazo: fyy = —(1:) uniforme conjunta: P Trea tord

5.9 Procedimiento recomendado en el examen

1.

Las variables definidas con palabras: «X = ..., Y = ...».

2. Tabla: las marginales agregadas y el total igual a 1. Densidad: el dibujo de la regién y

5.
6.

Il f =1 escrito.

. La férmula que se va a usar (condicional, independencia, E, Cov) escrita antes de

sustituir.

. Independencia: la celda o el punto que falla, con nimeros: «0.10 # (0.16)(0.24) =

0.0384».
Probabilidad: las celdas que se suman o los limites de la region, explicitos.
El resultado con 4 decimales y una frase: «se esperan 1.875 defectos por producto».

Si no se encuentra el camino, las marginales bien calculadas y la integral planteada con
los limites correctos ya valen buena parte del problema.
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primera y Y la de la segunda, con densidad fyy(x,y) = %(x2 +9%),0<x<1,0<y< 1.

Calcule:

= a) la probabilidad de que ninguna linea se use mas de la mitad del tiempo;
= b) la probabilidad de que la primera linea esté ocupada mas del 75 % del tiempo;
= ¢)la proporci()n del dia que se espera esté en uso la primera linea.

Resultado: & = 0.0625; - 128 =0.4141; E(X) = g = 0.625.

— Resolucmn en el Apéndice E, p. 104.

Ejercicio propuesto 5.6.4

Adaptado de: 2° final 2016-1, problema 6.

IN
N

Dos variables tienen densidad conjunta fxy(x,y) = %(x +9),0<x<1,1<y
Calcule:

= a) la probabilidad de que Y > 1.5 dado que X < 1;
= b) la probabilidad de que X < 0.8.

Resultado: 1—96 = 0.5625; 0.76.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 105.

Ejercicio propuesto 5.6.5
Adaptado de: ler final 2013-1, problema 5.
X es la temperatura ambiente (°C) y Y el tiempo (min) que necesita el motor diésel de

una camioneta para estar listo, con densidad conjunta fyy(x,y) = —(4x + 2y + 1),
0<x<40,0<y<2.

6640

= a) Determine la probabilidad de que la temperatura sea mayor que 20 °C y se requiera
por lo menos un minuto.
= b) ;Son independientes X y Y? Justifique.

2480
Resultado: 510

— Resolucién en el Apéndice E, p. 105.

= 0.3735; no son independientes.

Ejercicio propuesto 5.6.6
Adaptado de: 2° final 2015-1, problema 5.
X es el precio que paga el transportista por un barril de petréleo crudo y Y el que paga la
refineria, con densidad conjunta fyy(x,y) = =, 20 < x < y < 40. Calcule:

= a) E(X), E(Y) y E(XY);

= b) Cov(X, Y)

Resultado: < = 26.667; 13° = 33.333; 900; Cov = 1°

— Resolucmn en el Apendlce E, p. 105.

=11.111.

5.7 Errores frecuentes

1. No comprobar que el total sea 1 (tabla) o que [[ f = 1. Si no da 1, hay un error de
suma o falta despejar una constante.
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5.3.3 Construir la tabla en extracciones sin reemplazo

Una caja tiene a objetos del tipo A, b del tipo B y ¢ de otros tipos (N = a+b+c). Se extraen
n sin reemplazo; X = numero de A y Y = niimero de B. Generalizando la hipergeométrica

de la Unidad 4: .
(D) Gxy)
fxy(e,y) = N

()
1. Lista los valores posibles de X y de Y; las celdas con x + y > n valen 0.
2. Calcula cada celda con la formula (tecla nCr). Conviene dejar todas con el mismo
denominador (1:[])

x+y<n

3. Comprueba que los numeradores sumen (}r\l[) y sigue con 5.3.1.

5.3.4 Densidad conjunta en un rectangulo

1. Dibuja el rectangulo y la regién que pide la pregunta. Pasa las unidades al sistema de
la densidad (15 minutos son 1 h).

2. Sihay constante, plantea [[ fxy = 1y despéjala.

3. Integral doble: primero la interior, tratando la otra variable como constante; luego la
exterior. El diferencial pegado a f es el de la integral interior.

. L2 1 [P 2 1 _
Ejemplo: fo fo xydydx = fo x [?]0 dx = fo 2xdx = 1.
4. Marginal: integra la otra variable entre sus limites y escribe el dominio: « fy(x) =
g(x+ 1),0< x < 1».

fXY

5. Condicional: fy) (y) = (x"’)y ) Sustituye el valor x, antes de integrar en y.

6. Si fyy es constante, usa areas: base por altura entre el area total.

5.3.5 Regiones no rectangulares

1. Dibuja la region, por ejemplo el tridngulo 0 < y < x < 1, bajo la diagonal.

2. Para la marginal de X, fija x y recorre y de su limite inferior al superior: fx(x) =
Iy fxydy.

3. Para la marginal de Y, fija y: fy(y) = J; fxy dx.

4. En las integrales dobles, los limites de la integral interior contienen la otra variable;
los de la exterior, solo nimeros.

5. Las variables son dependientes aunque fyy parezca factorizable: el dominio de Y
depende de X.

5.3.6 Valor esperado, covariancia, correlacion y combinaciones lineales

1. E(X)y E(Y) con las marginales.
2. E(XY) celda por celda: Y Y xy fxy(x, y) (las celdas con x = 0 0 y = 0 no aportan), o

I xy fxy-
. Cov = E(XY) — E(X)E(Y).
. 0% = E(X?) - [E(X))? y o igual; p = f};‘;, que debe quedar entre -1y 1.

. Interpreta: signo (direcci()n) y magnitud (fuerza de la relacién lineal).
. Var(aX+bY) =a ax+b2 +2ab Cov;cona = b = 1quedaVar(X+Y) = 0§<+a§+2 Cov.

N U1 W
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5.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: 2° final 2011-1, problema 3.
Las variables aleatorias X y Y tienen la funcion de probabilidad conjunta

fy(xy) x=0 x=1 x=2

y=0 0.10 0.08 0.06
y=1 0.04 0.20 0.14
y=2 0.02 0.06 0.30

= a)Calcule P(X <1, Y > 1).

= b) Determine P(X <1|Y > 1).

= ¢) Obtenga la covariancia entre las variables.

= d) ;Son estadisticamente independientes?

Datos. Tabla conjunta de 3 x 3; X en las columnas y Y en los renglones.
Planteamiento. Marginales por suma de renglones y columnas; probabilidad y
condicional por suma de celdas; Cov = E(XY) — E(X)E(Y); independencia con una
celda.

fxyr(xy) x=0 x=1 x=2 f()

y=0 0.10 0.08 0.06 0.24
y=1 0.04 0.20 0.14 0.38
y=2 0.02 0.06 0.30 0.38
Fi(x) 0.16 034 050 1
Resolucion.
1. a)Celdasconx € {0,1}y y € {1,2}: P(X <1, Y > 1) = 0.04 + 0.20 + 0.02 + 0.06 =
0.32.
2.b)P(Y >1)=038+0.38=0.76,asique P(X <1]Y >1)= % =0.4211.
3. ¢) E(X) = 1(0.34) + 2(0.50) = 1.34 y E(Y) = 1(0.38) + 2(0.38) = 1.14.
4. E(XY) = (1)(1)(0.20) + (1)(2)(0.06) + (2)(1)(0.14) + (2)(2)(0.30) = 1.80.
5. Cov(X,Y) = 1.80 — (1.34)(1.14) = 0.2724: hay asociacién lineal positiva.
6. d) Celda (0,0): fxy(0,0) = 0.10, mientras que fx(0)fy(0) = (0.16)(0.24) = 0.0384.

Como 0.10 # 0.0384, no son independientes (también se deduce de Cov # 0).
7. Resultado: 0.32; 0.4211; Cov = 0.2724; variables dependientes, con relacién lineal
positiva.
Observacion (no la pide el examen; sirve para practicar 5.3.6). E(X?) = 0.34 +
4(0.50) = 234, 0% = 2.34 — 1.34% = 0.5444; E(Y?) = 038 + 4(0.38) = 1.90, of =
1.90 — 1.14% = 0.6004. Entonces p = —=2/24

J0.5444(0.6004)

moderada) y Var(X +Y) = 0.5444 + 0.6004 + 2(0.2724) = 1.6896.

= 0.4765 (relacién lineal positiva
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tiene distribucién uniforme en [2, 3].

= a) Obtenga la funcién de densidad conjunta de X y Y.

= b) ;Cuél es la probabilidad de que ambos lleguen entre las 2:00 y las 2:30?

= ¢) SiBllega a las 2:00 y espera 15 minutos antes de irse, ;jcual es la probabilidad de que

coman juntos?

Resolucién.

1. a) fx(x) = 1en [23]y fyf(y) = 1 en [2,3]. Por independencia, fxy(x,y) =
fx(x)fy(y) =1,2<x<3,2<y<3.

. b) La densidad es constante: P(X < 2.5, Y < 2.5) = w =0.25.

. ¢) Comen juntos si A llega a mas tardar a las 2:15, es decir, X < 2.25dado Y = 2.

W N

- fxy=2(x) = % =1, 2 < x < 3 (por la independencia, es la marginal de X).
Y
2.25

5. P(X<225|Y=2)= [, dx=0.25.

5.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucidn. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.5.

Ejercicio propuesto 5.6.1

Adaptado de: 1er final 2014-1, problema 5; repetido en 2° final 2014-1, problema 5.

Un consultorio tiene dos lineas telefonicas. En un dia elegido al azar, X es la proporcion del
tiempo que se usalalinea 1y Y la delalinea 2, con densidad conjunta fyy(x,y) = %(x+2y),

0<x<1,0<y<1. ;Cuéleslaprobabilidad de que la linea 2 esté libre durante el 80 %
del dia?

Resultado: P(Y < 0.2) = 7—75 = 0.0933.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 104.

Ejercicio propuesto 5.6.2
Adaptado de: 2° final 2016-2, problema 5.
X es el didmetro de los puntos de soldadura (cm) y Y la resistencia a la tensién (ohms)

de un dispositivo, con densidad conjunta fyy(x,y) = %0’ 0<x<0250<y < 2000.
Calcule la probabilidad de que:

= a) el didmetro esté entre 0.1 y 0.2 cm y, al mismo tiempo, la resistencia entre 100 y 200
ohms;
= b) la resistencia sea menor que 1000 ohms.

Resultado: 0.02; 0.5.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 104.

Ejercicio propuesto 5.6.3

Adaptado de: ler final 2012-1, problema 5; la misma densidad, con la pregunta del inciso c, en 2° final 2017-1, problema
4.

Una instalacion telefénica opera con dos lineas. X es la proporcion del dia que se usa la
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_ 1202 1z [P, 123
a)P(X<2,Y>1)—gfoflxydydx—afox[g]ldx—50—
0.3333.

9
3.b) () =fo Fax=1L- 2"

1.3
xdx =<--2-2=
9 2

Jo<y<z

- N A R
4. E(Y) = jo y Edy = [?]0 =3 = 13333
9
5. ¢) fy(1) = 3, asi que fxy—1(x) = }16;2 = %x, 0<x<3.

6. P(X>2|Y_1)_j32"d = 24 =3 = 0.5556.

9
7. Observacién: = = 2x -2 enun rectangulo asi que X y Y son independientes y la

condicional coincide con la marginal de X.

Ejercicio 5.5.7 - Region triangular y coeficiente de correlacion

Adaptado de: ler final 2015-1, problema 5.

La proporcién X de alumnos y la proporcién Y de alumnas que han concluido un examen

tienen densidad conjunta fyy(x,y) =8xy, 0 <y <x < 1.

= a) Obtenga la funcién marginal de X.

= b) Calcule la probabilidad de que menos de % de las alumnas hayan terminado, si se
sabe que exactamente % de los alumnos lo hicieron.

= ¢) Determine el coeficiente de correlacion e interprételo, considerando E(X) = =
Var(X) = %y fy(y) = 4y(1 -y, 0 <y < 1.

Resolucion.

1. La region es el tridngulo bajo la diagonal: para x fija, 0 < y < x.

2. a)fx(x)zf(;(SXydy=8x-x—2=4x3 0<x<1.

8xy
3. b) fY|x(y): 43
4. P(Y<g|X=3)=[" 8ydy= 4( ) = = =0.0625.

5. ¢) E(XY) = folf(;c 8x%y?dydx = fO gx Sdx = g
6. E(Y) = [y HG-ydy =3 =y R0 - fo 9% —yDdy =12 = L asi

3
que Var(Y) = < — S _ 1

—x2,0<y<x Conx—— fy‘l/Z(y)—Sy,0<y<—
1/8

42258 22150;)96 4
7. Cov(X,Y) = __E'E:W:%'
8. p= 47225 _ =0.4924
B TR
75 225

9. Resultado: asociacion lineal positiva moderada: cuando una mayor proporcién de
alumnos ha terminado, tiende a ser mayor la de alumnas.

Ejercicio 5.5.8 - Encuentro en un restaurante: uniforme conjunta
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 6.

Dos directivos acordaron encontrarse en un restaurante entre las 2:00 y las 3:00 p. m. X
es la hora de llegada del directivo A y Y la del directivo B; son independientes y cada una

62

Unidad 5 - Variables aleatorias conjuntas: marginales, condicionales, independencia, covariancia y correlacion

5.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 5.5.1 - Repuestos de pluma: construir la tabla conjunta

Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 6; repetido, con fusibles de tres marcas, en ler final 2017-1, problema 4.

Se seleccionan al azar dos repuestos de una caja que contiene tres repuestos azules, dos
rojos y tres verdes. Sea X el niumero de repuestos azules y Y el de rojos en la seleccién.

= a) Determine la distribucién de probabilidad conjunta.

= b) Calcule P(X +Y < 1).

= ¢) ;Son estadisticamente independientes?

= d) Obtenga la probabilidad de que la seleccion tenga un repuesto rojo y uno verde.

(D))
()

Resolucion.

1. a) fxy(x,y) = , con (3) = 28y x+y < 2. Por ejemplo, fxy(1,0) =

QOO _ o

28 28"
2. Tabla (numeradores sobre 28):

Ixy x=0 x=1 x=2 f()
y=0 3 9 3 15
y=1 6 6 0 12
y=2 1 0 0 1
fx(x) 10 15 3 28
3. b)) X+Y< 1sonlasceldas(0 0), (1, O)Y(O 1)'P: % 18 =0.6429.

4. ¢) fxy(0,0) = = =0.1071y fx(0)fy(0) = 28 28 = 0.1913: no son independientes.

(Més rapido: fxy(Z 1) = 0, pero fx(2)fy(1) >0.)

5. d) Un rojo y un verde significa ningiin azul y un rojo: fxy(0,1) = = = 0.2143.

Ejercicio 5.5.2 - Defectos y fabrica: independencia y valor esperado
Adaptado de: 1er final 2018-1, problema 4.

Un producto se clasifica segiin su nimero de defectos, X, y la fabrica que lo produjo, Y.
La funcién de probabilidad conjunta es:

fxy(xy) x=0 x=1 x=2 x=3

y=1 2/16 1/16 3/16 2/16
y=2 1/16 1/16 2/16 4/16

= a) Indique si X y Y son estadisticamente independientes y justifique.
= b) Obtenga el nimero de defectos que se espera tenga un producto.

Resolucién.
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1. Marginales: fx(0,1,2,3) = = 56 (D)= /(2= = Total 1.

16 16’ 16 16
2. a) Celda (0,1): fxy(0,1) = = = 0.125, mientras que fX(O)fy(l) ==
Son distintos: no son 1ndepend1entes

3.D)EX)=0-=+1-242.2+3.2 =2

3 = 1.875 defectos.

Ejercicio 5.5.3 - Covariancia cero sin independencia

Adaptado de: ler final 2016-1, problema 4.

Las variables X y Y tienen la funcidén de probabilidad conjunta:

fxy(xy) y=-1 y=0 y=1
x=-1 1/5 0 1/5
x=0 0 1/5 0
x=1 1/5 0 1/5

Determine si X y Y son estadisticamente independientes y justifique.
Resolucion.
. 212 212
1. Margmales: fx(—l, 0, 1) = g, g, g y fy(—l, 0, 1) = g, g, g
2

2. Celda (—1,-1): fxy(—1,—1) = 0.2, mientras que fy(-1)fy(-1) = %
independientes.

3. Mas rapido: fxy(—1,0) = 0, pero fx(—-1)fy(0) = % # 0.

4. Observacién: E(X) = E(Y) =0y E(XY) =
Las variables tienen covariancia cero y aun asi son dependientes: X?
las celdas con probabilidad positiva, una relacién que no es lineal.

% = 0.16. No son

=Y? en todas

Ejercicio 5.5.4 - Tabla con una celda engafosa y condicional de eventos
Adaptado de: ler final 2016-2, problema 5.

Las variables X y Y tienen la distribucion conjunta:

fxr(xy) y=-1 y=1
x=1 1/6 1/3
x=2 1/12 1/4
x=3 1/12 1/12

= a) Determine si X y Y son estadisticamente independientes.
= b) Calcule P(X >2|Y <0).
Resolucion.

1. Marginales: fx(1,2,3) = 12 12 12 fY( D= Ly =2 - Total: 1.
2. a) La celda (1, 1) si cumple: E = % 3 No se concluye nada, se revisa otra.
3. Celda (2,—1): fyy(2,—1) = 1—12 = 0.0833, mientras que fy(2)fy(~1) = % : % = é =

0.1111. No son independientes.
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% = 0.09375.

é(l —1—-1+1) = 0, asi que Cov(X,Y) = 0.
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4. b)Y < 0 essololacolumnay=—-1: P(Y <0) = 14—2

5. (X 22 Y <0) = fry@ -1+ fiy(B3,-1) = 5 + = = 2.
6. P(X22|Y§O):%=O.5.

Ejercicio 5.5.5 - Mantenimiento mecanico y eléctrico: densidad en un rectangulo
Adaptado de: Ier final 2011-1, problema 5.

El tiempo semanal de mantenimiento de una méaquina depende de X, la duracion del
mantenimiento mecénico, y Y, la del eléctrico, ambas en horas, con densidad conjunta

0<x<1L,0<y< 1

frr(x,) = 2x+ 29),

= a) Calcule la probabilidad de que en una semana el mantenimiento mecénico dure
menos de 15 minutos y el eléctrico mas de 30 minutos.

= b) Determine la funcién de densidad marginal de X.

= ¢) Obtenga la funcién de densidad condicional de Y dado X = x;.

= d) Calcule la probabilidad de que el mantenimiento eléctrico dure menos de 15 minutos,
dado que el mecanico dur 30 minutos.

Resolucion.

1. Las unidades son horas: 15 min = l h y 30 min = l h.

2. a)P(X< i ) f1/2f1/4 2(x+2y)dxdy fll/z (31—2 + %)dy.
3 :é[%+%]1/2:§ é+136)
4. b)fx(x):fo1 %(x+2y)dy: 3 [xy+y2]0 = §(x+1),0£x£ 1.
2
5. ) frpg ) = ) _mrdy
’ 2o+ M+l
l+2y

6. d) Con xp = 3: fyj1/2(y) = 2

=0.1354.

=22 o<y<t

(1 + %) =0.125.

7. P(Y<—|X— ) fol/41+4ydy—l[y+22] I

Ejercicio 5.5.6 - Densidad %: region, valor esperado y condicional

Adaptado de: 2° final 2018-1, problema 3.

Dada la funcién de densidad conjunta fyy(x,y) = %, 0<x<3,0<y<2:

= a) Obtenga la probabilidad de que X sea menor que 2 y, al mismo tiempo, Y sea mayor
que 1.

= b) Obtenga el valor esperado de Y.

= ¢) Obtenga la probabilidad de que X sea mayor que 2, siY esigual a 1.

Resolucién.

I
-

1. Comprobacién: f03f02 % dydx = % . g .2
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C.4 - Unidad 4 - Modelos probabilisticos comunes: binomial, geométrica,
Pascal, hipergeométrica, Poisson, uniforme, exponencial y normal

ler final 2011-1, problema 3 b): la variable se define como «ntimero de pozos no
productivos» con Binomial(n = 10, p = 0.2), pero p = 0.2 es la probabilidad de un pozo
productivo. Lo coherente es contar los pozos productivos y pedir P(U = 0) = 0.81%, El
valor numérico, 0.1074, es correcto.

2° final 2015-1, problema 4 b): la resolucién calcula P(5 < T < 25) = 0.522, que no es
condicional. Lo pedido es P(T < 25| T > 5) = P(T < 20) = 0.7135.

2° final 2016-1, problema 4: en la aproximacion normal se estandariza restando 39 en
lugar de p = 35: P(=0.77 < Z < 0.15) = 0.3390. Con y = 35, P(0.46 < Z < 1.39) = 0.2405,
coherente con el valor exacto 0.2490 (la resolucién da 0.2489 porque suma términos
redondeados).

2° final 2011-1, problema 4: la correccién por continuidad no corresponde a las des-

igualdades del enunciado.

= a) «Menor que 32» es X < 31y se aproxima con P(Y < 31.5) = 0.0778; la resolucion
calcula P(Y < 32.5) = 0.1056.

= b) «Mayor que 49» es X > 50 y se aproxima con P(Y > 49.5) = 0.0571; la resoluciéon
calcula P(Y > 48.5) = 0.0778.

= ¢) «Por lo menos 35 pero menor que 47» es 35 < X < 46 y se aproxima con P(34.5 <
Y < 46.5) = 0.6811,; la resolucion usa 47.5 como extremo y obtiene 0.713.

ler final 2015-1, problema 6: la resolucién aproxima la binomial con la normal sin
correccién por continuidad: P(Z > 2.07) = 0.0192. Con la correccién, P(Y > 27.5) =
0.0262; el valor exacto es 0.0295.

C.5 - Unidad 5 - Variables aleatorias conjuntas: marginales, condicionales,
independencia, covariancia y correlaciéon

ler final 2018-1, problema 4 a):

= la marginal aparece como « f(x = 0) = 3»; es fx(0) = %;

= el texto anuncia la celda «x = 1, y = 1», pero los valores usados son los de la celda
(0, 1). La conclusion (no son independientes) es correcta.

2° final 2013-1, problema 6 c): la probabilidad se escribe P(X < 2.5 | Y = 2), pero la
integral y el resultado corresponden a 15 minutos de espera: lo correcto es P(X < 2.25 |
Y = 2) = 0.25.

ler final 2013-1, problema 5 b): la marginal fy(y) = @(803/ + 3240) aparece con el
dominio «0 < x < 2»;es0< y < 2.

C.6 - Unidad 6 - Distribuciones muestrales: teorema del limite central, media
muestral y ji cuadrada

2° final 2014-1, problema 6 b): la resolucion obtiene 200(0.0708) = 14.16 y concluye
«serian 15 muestras». El entero mas cercano es 14 muestras.
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3. n =136 > 30: por el TLC, X ~ N(1.5, £22), con o = 1/0.034722 = 0.1863.

_ 145-15 _ 097 5 — 175715 _
4. z;, = 01863 = 0.2683 — —0.27; zj, = o1ser 1.3416 — 1.34.

5. P(1.45 < X < 1.75) = F7(1.34) — F7(—0.27) = 0.9099 — 0.3936 = 0.5163.

Ejercicio 6.5.7 - Variancia muestral: ji cuadrada

Adaptado de: 1er final 2017-1, problema 6.

Las edades de los habitantes de una ciudad tienen distribucién normal con variancia

02 = 6. Se toma una muestra aleatoria de 25 observaciones. Encuentre la probabilidad de

que la muestra tenga una variancia s> mayor que 9.1.

Resolucion.

1. La poblacién es normal: (1)s*

poblacion es normal: ~—;

24)(9.1) _ 2184

2. yf = QUOD - 284 _ 56y

3. P($?>9.1) = P()((224) > 36.4).

4. Enla tabla, fila v = 24: y¢ 504 = 36.415 = 36.4, asi que el 4rea a la derecha es 0.05
(valor exacto: 0.0502).

5. Resultado: la probabilidad de que la variancia muestral pase de 9.1 es aproximadamente
0.05.

~ )((224), conv=25—1=24.

6.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.6.

Ejercicio propuesto 6.6.1

Adaptado de: ler final 2011-1, problema 4.

Una fabrica de focos para equipos de refrigeracion afirma que tienen una vida util de 60
meses con desviacion estandar de 6 meses. Un supervisor prueba una muestra de 64 focos.

(Cual es la probabilidad de encontrar una muestra con vida tutil promedio menor que 58
meses?

Resultado: P(Z < —2.67) = 0.0038.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 105.

Ejercicio propuesto 6.6.2

Adaptado de: 1er final 2013-1, problema 6.

Un soldador debe colocar un cordén de soldadura a 40 piezas. El tiempo por pieza tiene
media 5 minutos y desviacion estandar 3 minutos. Empieza a las 6:00 p.m. y, para terminar

antes de las 9:00 p.m., el tiempo medio por cordén debe ser como méaximo 4.5 minutos.
;Cual es la probabilidad de que termine a tiempo?

Resultado: P(X < 4.5) = P(Z < —1.05) = 0.1469.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 106.
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Ejercicio propuesto 6.6.3
Adaptado de: ler final 2016-1, problema 6.
El precio de las acciones de cierta empresa tiene valor esperado de $200 000 y desviacién

estandar de $100 000. Si se compran 30 acciones, determine la probabilidad de que el
precio promedio de las acciones compradas sea menor que $175 000.

Resultado: P(Z < —1.37) = 0.0853.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 106.

Ejercicio propuesto 6.6.4
Adaptado de: 2° final 2016-1, problema 5.
Una poblacion de profesionales tiene un salario promedio de $25 000 con desviacion

estandar de $2135. Si se toma una muestra de tamario 100, ;cual es la probabilidad de que
el promedio de sus salarios sea menor que $24 5007

Resultado: P(Z < —2.34) = 0.0096.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 106.

Ejercicio propuesto 6.6.5
Adaptado de: 2° final 2016-2, problema 6.
La cantidad de llenado de las botellas de refresco de una fabrica es normal, con media de

2 litros y desviacion estandar de 0.05 litros. Si se selecciona una muestra aleatoria de 25
botellas, ;cudl es la probabilidad de que el llenado promedio esté entre 1.99 y 2 litros?

Resultado: P(—1 < Z < 0) = 0.3413.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 106.

Ejercicio propuesto 6.6.6
Adaptado de: 1er final 2018-1, problema 6.
De una poblacién normal con px = 106 y ox = 12 se extrae una muestra aleatoria de

tamario 25. Determine la probabilidad de que el promedio de la muestra sea mayor que
110.

Resultado: P(Z > 1.67) = 0.0475.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 106.

Ejercicio propuesto 6.6.7
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 4.
Se toma una muestra aleatoria de 10 observaciones de una poblacién normal con variancia

02 = 42.5. Calcule la probabilidad aproximada de obtener una desviacién estandar muestral
entre 3.14 y 8.94.

Resultado: P(2.088 < )((29) < 16.925) = 0.99 — 0.05 = 0.94.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 106.
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Apéndice C - Fe de erratas

Diferencias entre las resoluciones publicadas de los exdmenes y los valores verificados en
este cuaderno.

C.1 - Unidad 1 - Analisis estadistico de datos muestrales: tablas de frecuencias,
tendencia central, dispersion y sesgo

2° final 2014-1, problema 1: la resolucion concluye primero «la muestra aleatoria no es
buena» y después «con 14.79 % es buena la muestra». Con cv = 0.1479 < 0.15, la muestra
es homogénea.

ler final 2015-1, problema 1: la media aparece como 3.15 kg; el valor verificado es 3.157
kg (z 3.16).
ler final 2018-1, problema 1:

= la Ultima frontera aparece como «0.4445-0.4595»; es 0.4545-0.4595;
= la columna titulada «frecuencia relativa» contiene en realidad la frecuencia acumu-
lada relativa F (0.006, 0.040, 0.172...).

2° final 2012-1, problema 1: la variancia aparece redondeada como 0.003 y la desviacién
estandar como /0.003 = 0.051. Sin redondear, s? = 0.002574 y s = 0.0507 (+/0.003 daria
0.05438). El valor de s publicado es correcto; el de s% esta redondeado de mas.

2° final 2016-1, problema 1: la mediana se obtiene interpolando en % =18, lo que da

13.5. Para datos agrupados se interpola en g = 17.5: X = 13.333. La conclusion (sesgo a la
izquierda) no cambia.

C.2 - Unidad 2 - Fundamentos de la teoria de la probabilidad: probabilidad
condicional, probabilidad total y Bayes

ler final 2014-1, problema 2:
= a) el resultado aparece truncado como 0.535; el valor verificado es 0.5357;
0.687

= D) la resolucién plantea bien 2975 bero da como resultado 0.0707. El valor verificado

es 0.7068: el punto decimal esta recorrido.

2° final 2015-1, problema 2 b): el resultado aparece como 0.9996; con 1 — (0.07)* =
0.999657, el valor verificado es 0.9997.

C.3 - Unidad 3 - Variables aleatorias: funcién de probabilidad, de densidad y de
distribucion, media y variancia

1er final 2016-2, problema 3: la media aparece como 1.1999 y la variancia como 0.559939,
porque % se redondea a 0.0333 antes de sumar. Los valores verificados son E(X) = 1.2,

E(X2) =2,0% = 0.56 y oy = 0.7483.

2° final 2016-2, problema 3: fx(2) aparece como 0.066; el valor verificado es % =
0.0667.
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Apéndice B - Qué vino en cada final (2011-1 a 2018-1)

Examen

Problemas (unidad: tema)

ler final 2016-2

2° final 2016-2

ler final 2017-1

2° final 2017-1

ler final 2018-1

2° final 2018-1

U1: datos sin agrupar - U2: equipos (Bayes) - U3: variable discreta;
distribucién exponencial - U5: tabla conjunta - U6: media muestral -
U7: prediccién

U1: cv - U2: tabla de contingencia - U3: funcion de distribucién discreta
- U4: Pascal - U5: densidad uniforme en un rectangulo - U6: media
muestral - U7: ;relacion lineal?

U1: media, mediana, moda y sesgo - U2: directivos (Bayes) - U3:
densidad y Fy por tramos - U5: fusibles (tabla conjunta) - U4: binomial
y Pascal - Ué: ji cuadrada - U7: r e interpretacion

Ul: ojiva y media - U2: alarma (Bayes) - U3: impresoras vendidas en
dos dias - U5: densidad conjunta - U4: binomial - U6: media muestral -
U7: r?

Ul: completar la tabla - U2: opcién multiple al azar (Bayes) - U3:
densidad triangular - U5: tabla conjunta - U4: uniforme - U6: media
muestral - U7: ;relacion lineal?

U1: histograma, moda y media - U2: maquinas (Bayes) - U5: densidad
conjunta - U4: Poisson; normal - U6: media muestral - U7: regresion

(Esqueleto: los temas de cada problema se revisan contra los examenes al reescribir cada

unidad.)
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6.7 Errores frecuentes

1.

Usar o en lugar de o //n. El promedio usa el error estandar. Con ¢ sola se resuelve el

problema de un individuo (Unidad 4).

. Confundir 62 con ¢. N(100, 15%) da o = 15; N(u = 106,0 = 12) da ¢ = 12; «variancia
225» da o = 15.

. No justificar la normalidad de X. Escribir «poblacién normal» o «n > 30, por el

TLC» vale puntos.

4. Aplicar el TLC con n < 30 y distribucién desconocida. En ese caso la probabilidad

10.

11.

no puede calcularse con la informacién dada.

. Equivocar el lado de la tabla. La normal da el area a la izquierda: «mayor que» es
1 — Fz(z). La ji cuadrada y la t dan el 4rea a la derecha.

. Sumar en lugar de restar en «entre a 'y b»: es Fz(zp) — F;(z,), el mayor menos el
menor.

. Tomar F;(—z) como Fz(z). Fz(—1.37) = 0.0853, no 0.9147. Si z < 0, el area izquierda
es menor que 0.5.

. Redondear z a un decimal. Se redondea a dos: 2.1082 es 2.11, no 2.1.

. Olvidar el factor de correccion cuando el muestreo es sin reemplazo de una poblacién

finita conocida.

Ji cuadrada con n grados de libertad. Son v = n — 1. Y si se dan desviaciones s, hay

que elevarlas al cuadrado antes de transformar.

Resultado imposible. Una probabilidad negativa, mayor que 1, o P(X > ¢) > 0.5 con

¢ > pindican un «1 —» de mas o de menos.

6.8 Formulario de emergencia de la unidad

=

_ 2 _ o _ o . 2 o N-—
px =H oy =T oox =g - sin reemplazo: o = - Vo1
Poblacién normal: X normal con cualquier n - desconocida y n > 30: TLC - desconocida

y n < 30: no se puede
X

VA = W% - suma: Y, X; ~_N(n;1, no?) )
P(X <c¢) =Fz(z)-P(X >c) =1-—Fz(2) - Pla < X <b) = Fz(z,) — Fz(z,) -
Fz(=2z) =1-Fz(2)
M muestras: M - p - muestras independientes: P(A)P(B)

2 (n—-1)s$?
xt=T=

,v=n— 1, tabla con area a la derecha
_ X _
==

n — 1, tabla con area a la derecha

6.9 Procedimiento recomendado en el examen

=W N

o

. La definicién de X y de X con palabras, y los datos y, o (con raiz si se dio ¢2) y n.

. La justificacion: «poblacion normal» o «n > 30, por el teorema del limite central».
— 2

. El modelo X ~ N (p, %) con nimeros y el error estandar con 4 decimales.

. La estandarizacién con z a dos decimales y un dibujo de la campana con el area
sombreada.
. La lectura de tabla, el resultado con 4 decimales y una frase de conclusion.
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Si no se encuentra el camino, la definicién de X, la justificacién del TLC y la expresion de
z sustituida ya valen buena parte del problema.
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Apéndice B - Qué vino en cada final (2011-1 a 2018-1)

Examen Problemas (unidad: tema)

ler final 2011-1  U2: maquinas que producen tornillos (Bayes) - U3: valor esperado a
partir de Fy - U4: geométrica y Pascal - U6: media muestral - U5:
densidad conjunta - U7: recta y r (6 problemas)

2° final 2011-1 U2: sistema en serie y paralelo - U3: utilidad esperada y variancia - U5:
tabla conjunta, condicional y covariancia - U4: binomial aproximada
por la normal - U6: media muestral de una uniforme discreta - U7:
recta y r (6 problemas)

ler final 2012-1  U1: datos sin agrupar, dos muestras - U2: fumadores (Bayes) - U3:
distribucién del mayor y de la suma - U4: binomial - U5: densidad
conjunta - U6: media muestral con poblacién finita - U7: recta,
pronéstico y r?

2° final 2012-1 Ul: tabla a partir de los datos - U2: aseguradora (Bayes) - U3: constante
k, Fx y mediana - U4: normal - U4: exponencial - U5: tabla conjunta e
independencia - U7: recta, r y r?

ler final 2013-1  Ul: ojiva, media, mediana, moda y cv - U2: opcién multiple (Bayes) -
U3: densidad y Fy - U3: valor esperado de un costo - U5: densidad
conjunta - U6: media muestral - U7: interpretacién de r?

2° final 2013-1 Ul: cv y coeficiente de simetria - U2: pantallas (Bayes) - U3: funcion de
una variable discreta - Ué6: ji cuadrada - U4: Poisson - U5: uniforme
conjunta - U7: recta y r?

ler final 2014-1  Ul: media, mediana, moda y sesgo - U2: impresoras (Bayes) - U3:
constantes con media y variancia dadas - U4: Poisson y exponencial -
U5: densidad conjunta - U6: media muestral - U7: recta, r y prondstico

2° final 2014-1 U1l: cv y mediana - U2: eventos en diagrama de Venn - U3: densidad
simétrica - U4: exponencial con media dada - U5: densidad conjunta -
U6: muestras con y sin reemplazo - U7: rectay r

ler final 2015-1  U1: histograma de pesos - U2: petrdleo (Bayes) - U3: variable aleatoria -
U4: normal; binomial aproximada por la normal - U5: variables
conjuntas - U7: r a partir de sumas

2° final 2015-1 Ul: media, mediana, ojiva y s - U2: sensores (probabilidad de eventos) -
U3: constante k y probabilidad condicional - U4: exponencial sin
memoria - U5: densidad en region triangular - U6: dos muestras - U7:
recta y r a partir de sumas

ler final 2016-1  Ul: cv a partir de un histograma - U2: formaciones geoldgicas (Bayes) -
U3: variable discreta, oy - U4: Poisson - U5: tabla conjunta - U6: media
muestral - U7: opcién multiple

2° final 2016-1 U1: jsesgada? - U2: probabilidad condicional - U3: Fy en una grafica -
U4: modelo nombrado - U6: media muestral - U5: densidad conjunta -
U7: opcién multiple
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A.7 Manejo de datos bivariados (Unidad 7)
Recta estimada: y = ﬁo + ,élx.

2 2
. Ssxx:z:xZ_(an) vssyy:ZyZ_(Zny) .Ssxyzzxy_zxzy_

n
LSS, — s A .
. B = Ssxi = % - fo = ¥ — p1x - la recta pasa por (%, ).

SSyy 2 SS% SEC

= r= NG = sy =1- 55, (proporcién de la variacion de y explicada por
larecta) - SEC =Y 12 — o Xy — b T xy.

» Cov = SS,,/n - 62 = % -pruebade Hy : p; = 0: Ty = %; se rechaza si
ltol > to /2, n—2-

= Interpretacién: r > 0 relacion directa; r < 0 inversa; |r| cercano a 1, fuerte; r = 0, sin
relacion lineal.
A.8 Recordatorios para el examen

Define cada evento o variable con palabras («Sea X el nimero de...»), escribe el modelo
(X ~ ..., justifica el uso de cada teorema (limite central, independencia), arrastra 4
decimales, encierra la respuesta y escribe una frase de interpretacion.
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Unidad 7 - Manejo de datos bivariados: recta de minimos
cuadrados, correlacion y determinacion

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno analizara la relacién que
existe entre dos variables a partir de la informacién obtenida por el ajuste de
regresion y sus coeficientes de correlacion.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en los 18 finales de 2011-1 a 2018-1, casi siempre como ultimo
problema. Vale de 10 a 20 puntos. En 2016-1 vino como opcién multiple.
= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 7.1 (15 min).
2. Sigue el ejemplo 7.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 7.5 con cronémetro (15 min cada uno).

7.1 Conceptos y expresiones

Datos bivariados. Se observan n parejas (x;, ;) de dos variables medidas en el mismo

individuo. Interesan dos preguntas: ;se relacionan en linea recta? y, si es asi, ;qué recta

las describe para estimar y a partir de x?

= x es la variable independiente o explicativa: la que se conoce, con la que se predice
(«en funcién de...», «influye en...»).

= y es la variable dependiente o de respuesta: la que se quiere estimar. «Peso en funcién
de la estatura» quiere decir x = estatura, y = peso.

Diagrama de dispersion. Un punto (x;, y;) por pareja, con x en el eje horizontal. Los

puntos no se unen. Su forma anticipa el signo y la fuerza de la relacién.

Sumas de cuadrados. Con la tabla de columnas x, y, x%, ¥ y xy:

2 2

SSex = Y %2 — @Tx) SSyy =Y. V' - @ SSey =Y. xy— (Zx)nﬂ
= SS¢x ¥ SSy, son siempre positivas; SSy, puede ser negativa.

" SS, =%y SSxy = X(x — X)(3; — 7): son las mismas sumas escritas en forma

de desviaciones.

Recta de minimos cuadrados. El modeloes y = ﬁo + [§1x. Larecta de minimos cuadrados
es la que hace minima la suma de los cuadrados de los errores verticales (3 — 35)%. Sus
coeficientes son

SS.
2d (pendiente),

fo = 7 — 1 (ordenada al origen).
SSyx

pr=

= Forma equivalente que usan algunas resoluciones: f; = % Siuna resolucién

escribe y = a + bx, a es la ordenada y b la pendiente.
= Larecta siempre pasa por (X, j).
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= Interpretacién de la pendiente: por cada unidad que aumenta x, y cambia en pro-
medio f; unidades.

Coeficiente de correlacion lineal.

SSyy

[SS:x S5,

= Signo: r > 0, relacién directa (si x sube, y sube); r < 0, relacién inversa.
= Fuerza: cuanto mas cerca de +1, mas se alinean los puntos. Guia usada en las resolu-
ciones publicadas:

-1<r<1.

|r| Conclusion

de0.8a1l relacion lineal fuerte: «si existe relacidn lineal»
de 0.52a0.8 relacion lineal moderada
menor que 0.5 relacion lineal débil: «no puede considerarse lineal»

= r no tiene unidades y no cambia si se intercambian x y y; la recta si cambia.
» r = 0 significa «sin relacion lineal», no «sin relaciéon». Y un |r| grande no prueba que
X cause y.
Coeficiente de determinacion.
2
S8y

rP=——  0<r<l.
SScx SSyy

= Esla proporcion de la variaciéon de y que explica la recta: «el modelo explica el 10072 %

de la variacién de y».
= Sise dar?, entoncesr = i\/r2 con el signo de la pendiente.

SS,

Covariancia muestral. Cov(x,y) = —=% = %
Bryr.
Prediccion. y(xy) = fy + f1Xo- Si x estéa fuera del intervalo de los datos, es una extrapo-
lacién: la recta no esta respaldada ahi y la estimacién no es recomendable.

— % ¥. Tiene el mismo signo que SS,.,

7.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«coeficiente de correlacién», «;existe relacion rysu 7.3.3

lineal?», «;comportamiento lineal?» interpretacion

«recta de regresién», «minimos cuadrados», ﬁo y ﬁl 7.3.2

«modelo para estimar y en funcién de x»

«coeficiente de determinacion», «;qué r? 7.3.3
porcentaje explica el modelo?», «;es bueno el

modelo?»
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Modelo fx(x) u o?
Exponencial(1) Ae M F=1-¢N /2 1/2?
x@—1 —x/p 2
Gamma(a, ) —'Bar(fé) af  ap
Normal N(y, o%) Z = % u o?

= Exponencial: P(T > t) = e M; sin memoria: P(T > t+s|T >1t) = P(T >s); Tes
el tiempo entre eventos de un proceso de Poisson(4). «Media de 16 afos» significa
A=1/16.

= Aproximacién normal a la binomial (sinp > 5y p < %, ong>5yp> %) Pl <X <

—0.5-np x+0.5—np ;
X9) ~ P(xl— <Z< —) «Al menos 28» se toma como 27.5; «mas de 28»,
2) Jnpq N

como 28.5.
= Aproximacién de Poisson a la binomial: A = np (sin > 20 y p < 0.05). Binomial en

lugar de hipergeométrica: sin < 0.1N, con p = r/N. Factor de correccidén por poblacién

N-n
finita: No1

= Combinacién lineal de normales independientes: aX +bY ~ N(apy +bpy, a?c% +b%0?).

A.5 Variables aleatorias conjuntas (Unidad 5)

= Marginales: fx(x) = X, fxy o [ fxy dy - fr(y) = Xy fxy o [ fxy dx (limites segin la
region).
Sor(ey) Saor(o.y)
fv(yo) fY|x0(Y) T RG)

= Pa<X<b c<Y<d= fafc fxydydx - E(Y | X = x) = [ y fyx(y)dy (curva de
regresion).

= Independencia: fyy = fx fy para todo (x,y) (requiere una regioén rectangular). Inde-
pendientes implica Cov = 0; Cov = 0 no implica independencia.

= E(XY) = X X xyfxy o [[ xyfxy - Cov(X,Y) = oxy = E(XY) — pxpy - p =
[~1,1] - p?: coeficiente de determinacién.

= E(aX +bY) = auy + bpy - Var(aX + bY) = a? O'X + Vo v+ 2aboyy.

= Condicionales: fxj,, (x) =

€
UXUY

A.6 Distribuciones muestrales (Unidad 6)

- 2
= X~ N(,u)-( =y, 0% = %") si la poblacion es normal (cualquier n) o sin > 30 (teorema

del limite central). Con poblacién desconocida y n < 30 no se puede aplicar

2 —
- error estandar oy = o //n - sin reemplazo y poblacion finita: % = - Nen

X" n -1
(X =X5) (=)
ot /ny+ai /ny

~ t(z—1) (poblacién normal, & desconocida, n < 30); con

=S
= Suma: Y X; ~ N(ny, no?) - diferencia de medias: Z =
. (= 1)Sn 1 X
oo T= 500G
nZSOseusaS~oyZ.
= Proporciéon muestral: p ~ N(p, pq/n).
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= Sesgo positivo: x,, < X < X;negativo: ¥ < ¥ < X, Relacién empirica X—x,,, = 3(x—%).
El coeficiente de Pearson 3(x — X)/s solo confirma el signo; el coeficiente de sesgo es as.

= Ojiva: (frontera superior, F; o F), desde (primera frontera, 0). Histograma: barras
pegadas sobre las fronteras.

. - X; . Py 1 : .
= Datos sin agrupar: X = Z 1; mediana en la posicién % (n impar) o promedio de los
X —nx
dos centrales (n par); s> Z -

A.2 Probabilidad (Unidad 2)

= P(A)=1-P(A)- P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANnB) - PLAUBUC) = P(A) + P(B) +

P(C)-P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)-De Morgan: AUB= ANB.
= P(A|B) =2 (P?E)B) -P(ANB) = P(B)P(A | B) =
P(A N B) = P(A)P(B).
= Probabilidad total: P(A) = Y, P(B;)P(A | B;) - Bayes: P(B, | A) =
P(A|B)=1-P(A|B).
= Regla de la multiplicacién: P(AN BN C) = P(A)P(B| A)P(C | An B).
= Sistemas con componentes independientes: serie ] p;; paralelo 1 — [](1 — p)).
= Conteo: P! =

P(B)P(AIB,)
Y, P(B)P(A[B)

n! n!
( ) - con repeticion n” - objetos idénticos —— -
=) nylemg!

(n r)‘
arreglos circulares (n — 1)!.

A.3 Variable aleatoria (Unidad 3)

fx: funcion de probabilidad o de densidad; Fy: funcién de distribucion.

= Y fx)=10]fx=1-Fx(x)=P(X <x)=Y,., fx®o % fx (@) dt (por tramos:

0, férmula, 1).

= Continua: fy = Fy; P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a); P(X = a) = 0. Discreta: fx(x) =
salto de Fy en x;; P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a) + fx(a).

= ux = BE(X) = Y xfx o [ xfx - E[g(X)] = ¥ g()fx o [ g(x)fx - 0% = E(X?) — ik
E(aX +b) = ap + b - Var(aX + b) = a’c>.

» CVy =ox/ux - 5 = j13/0°, ay = pg /o, con pi. = E[(X — )] - mediana: Fx (%) = 0.5 -
moda: méaximo de fy.

= Chebyshev: P(u—ko < X < p+ko)>1— é

A.4 Modelos probabilisticos (Unidad 4)

Modelo fx(x) U o’
Binomial(n, p) ( )px "X x=0,..,n np npq
Hipergeométrica(r, n, N) (x)i )/(N) n% n< (1 - #) %
Poisson(A) Ax ;enun intervalo t, A — At A A
Geométrica(p) q- 1p x=12,.. 1/p  q/p?
Pascal(r, p) ( )pr Tox=rr+1,.. r/p rq/p2

. 1 at+b (b—a)*
Uniforme(a, b) =2 - o
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«si x vale..., jcuanto vale y?», «estime», y(x0) v aviso de 7.3.4
«pronostico» extrapolacion

«diagrama de dispersion», «trace la recta» grafica 7.3.5

solo se dan las sumas Y, x, Y. y, Y x%, 3 2, ir directo a las SS 7.3.1
2 xy

se dan r o r? y piden interpretar interpretacion sin 733
cuentas

opcién mltiple sobre r, r?, covariancia o larecta  reglas rapidas 7.3.6

7.3 Procedimientos

7.3.1 Tabla y sumas de cuadrados

1. Define las variables con unidades: «X: [variable independiente]», «Y: [variable que se
estima]». Cuenta n, el nimero de parejas.

2. Haz la tabla con las columnas x, y, x%, y y xy y un renglén de sumas. Si el enunciado
da las sumas, copialas identificando cual es cual.

3. Calcula SSyy, SSyy ¥ SSxy, cada una en su renglén y sustituida.

4. Comprueba que S5y, > 0y SS);, > 0. Si sale negativa, hay un error de cuenta (casi
siempre (3 x)? confundido con Y x?).

7.3.2 Recta de minimos cuadrados

1. x—z—yy—zy

S
. ﬁl = SS , sin redondear (6 cifras significativas).

2
3. fy=7-hix. o
4. Escribe la recta con nimeros: y = f, + f;x.
5. Comprueba que j(x) =y

7.3.3 Correlacion y determinacion

S5,
l.r= 2
\JSSxxSSyy
583 . .
2. rt = = 5o SS (mejor asi que elevando un r ya redondeado).
xXx'

3. Interpreta con una frase que tenga los tres elementos:
= signo: directa o inversa, con el significado en el problema;
= fuerza: fuerte, moderada o débil (tabla de la seccion 7.1);
= porcentaje: «el modelo explica el __ % de la variacién de y».

7.3.4 Prediccion
1. Verifica que xg esté dentro del intervalo de los x observados.
2. y(x0) = Py + P1xp, con los coeficientes sin redondear.

3. Si x esta fuera del intervalo, o si r> es muy bajo, escribe que la estimacién no es
recomendable.
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7.3.5 Diagrama de dispersion y recta

1. Ejes con nombre y unidades: x horizontal, y vertical.

2. Un punto por pareja, sin unirlos.

3. Para la recta, evaliia y en el menor y el mayor x y une esos dos puntos. Debe pasar por

(x, 9).

7.3.6 Reglas rapidas (opcion multiple e interpretacion)

1. r2 = (r)?: conr = 0.9165, r*> = 0.84. Un enunciado que llame «determinacién» a 0.9165
esta confundiendo r con r?.

. —1<r<1y0<r? < 1:una opcién fuera de esos intervalos es falsa.

. Signo de la covariancia = signo de SSy,, = signo de ﬁl =signo der.

. Larecta pasa por (%, y): sustituye X y comprueba que sale j.

G W N

. Conr? dado, r = i\/rk2 con el signo de la pendiente.

7.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: ler final 2014-1, problema 7.

El director del 4rea de cirugia de un hospital tiene el numero de pacientes programados
en los meses de marzo a julio y desea un prondstico, por regresion lineal de minimos
cuadrados, para los tres meses siguientes (x = 8, 9 y 10).

Mes marzo abril mayo junio julio
x 3 4 5 6 7
y (pacientes) 100 150 200 210 220
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Apéndice A - Formulario y tablas

El examen permite llevar un formulario y las tablas de las distribuciones. Este apéndice
retne todas las expresiones del cuaderno, en el orden de las unidades; cabe en dos hojas
escritas a mano.

Tablas que se necesitan (se llevan aparte):

Normal estandar: F;(z) = P(Z < z), 4rea a la izquierda; Fz(—z) = 1 — Fz(2).
t de Student: #,,, con v grados de libertad.

Ji cuadrada: 4rea a la derecha, P(X? > )(O%,V) =a.

La distribucion F no se usa en este curso.

Recordatorios generales.

La frecuencia acumulada F; se suma desde la primera clase; la ojiva se traza en la
frontera superior; todo cuantil queda entre el dato minimo y el maximo.

Los estadisticos se calculan siempre sobre las marcas x;, nunca sobre las frecuencias:
%= T xifi/n.

En P(A | B) el denominador es el grupo «dado»: «de los ___, jqué fraccion...?».
Convenciones de este cuaderno: a3 = ms3/ $3; cv como cociente (< 0.15 homogéneos, sin
multiplicar por 100); Cov = SS,,,/n en regresién; y = ,[§0 + ﬁlx.

A.1 Estadistica descriptiva (Unidad 1)

Datos agrupados: m clases, x; marca de clase, f; frecuencia, F; frecuencia acumulada,
f* = fi/n, c longitud de clase.

Numero de clases = /n (de 5 a 20); ¢ = rango/ntimero de clases; fronteras = limites +
fr. inf+fr. sup

media unidad; x; = —————

n = Gltimo F = nimero de datos ¢ = frontera superior - frontera inferior (o marca —

marca anterior): 10-19 da ¢ = 10, no 9.

- n/2

X = leﬁ X = mf + /T
. Ay

primera con F; > n/2) - xp, = Ling + =1 rh, TG con Ay = fuo = fanr Y D2 = frno — fsig (o

Xmo = marca de la clase modal). f,.q, A1 y Az usan frecuencias absolutas.
Cuantiles: igual que ¥ con kn/4 (Q), kn/10 (Dg) o kn/100 (Pg). Rango intercuartil

Rp = Q3 — Qy; desviacion cuartil Q = &

¢ (interpolacion en la ojiva en n/2; clase mediana: la

L; rango percentil Rp = Pgy — Py.

s2, = ﬁZ(x, - %% = Zx f nt (muestra; columna siempre positiva) - s; =
1 Z(xi - %)2f (poblacién) st = —sn - estimacion rapida s = R/4.

1

Desv1a01on media: DM = 2 |x — x| f;-

cv=s/%:<0.15 datos homogeneos > 0.15 heterogéneos

Momentos: m;. = = Z x f; (respecto al origen), m, = Z(x, %) f; (respecto a la media,
entre n,non — 1), ms = m3 — 3mimy + 2m1 .

Sesgo a; = m3 /s>, con s = s5,_;: az > 0 cola a la derecha; a3 < 0 cola a la izquierda;
as = 0 simétrica. Curtosis ay = my/ s*, contra 3: >3 leptocurtica, = 3 mesocurtica, < 3
platicurtica.
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S.
= Cov=—

= |r| > 0.8 fuerte - 0.5 a 0.8 moderada - < 0.5 débil - «explica el 10072 %»
= Prediccion solo dentro del intervalo de los x observados

7.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. La definicién de X y Y con unidades, y n.

2. La tabla de cinco columnas con sumas, o las sumas dadas identificadas.

3. Las tres SS, cada una en su renglén, con la comprobacién SSy, SS,,, > 0.

4. By, By y la recta; la comprobacién (%) = .

5. ry r? segin lo que se pida, y una frase con signo, fuerza y porcentaje explicado.

6. Si hay prediccion: y(xp) y, si corresponde, el aviso de extrapolacion.

Si no se encuentra el camino, la tabla con sus sumas y las tres SS sustituidas ya valen
buena parte del problema.
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= a) Trace el diagrama de dispersion.

= b) Calcule el coeficiente de correlacion lineal.

= ¢) Obtenga la recta de regresion y tracela junto con el diagrama.

» d) Calcule el coeficiente de determinacion e interprételo.

Datos. X: numero del mes; Y: nimero de pacientes programados; n = 5.
Planteamiento. Tabla de sumas, las tres SS, luego r, la recta y re.

2 2

x y x y Xy
3 100 9 10 000 300
4 150 16 22 500 600
5 200 25 40 000 1000
6 210 36 44 100 1260
7 220 49 48 400 1540

25 880 135 165000 4700

Resolucion.
1. a) Cinco puntos que suben rapido y luego se aplanan: relacion directa, cercana a
una recta.

25°
2. S8 =135— 2= = 135125 = 10.
2
3. SSyy = 165000 — 2= = 165000 — 154880 = 10 120.
4. 88,y = 4700 — EED = 4700 — 4400 = 300.
5.b)r= \/(10)3((1(())120) = 31;(1(195 = 0.9430: relacién lineal directa y fuerte.
6. ¢) f1 = % =30;x =5, y = 176; fy = 176 — 30(5) = 26. La recta es y = 26 + 30x.
7. Para trazarla:zj/(fi) =116 y y(7) = 236; pasa por (%, y) = (5, 176).
2 _ _ 300°  _ 90000 _
8. d)r’= (10)(10120) ~ 101200 0.8893.
9. Resultado: el modelo explica el 88.93 % de la variaciéon del niimero de pacientes.

Cada mes se programan en promedio 30 pacientes mas. Prondstico: y(8) = 266,
$(9) = 296 y y(10) = 326 pacientes, con la advertencia de que son extrapolaciones
(fuerade 3 < x < 7).

7.5 Ejercicios de examen (resueltos)
Ejercicio 7.5.1 - Pesticidas y cascaron: predicciéon
Adaptado de: 1er final 2016-2, problema 7.

En un estudio sobre los efectos de los pesticidas en el espesor de los cascarones de ciertas
aves se obtuvieron los datos siguientes:

Residuos en la yema x [ppm] 117 65 393 98 112

Espesor del cascarén y [mm] 049 052 037 0.53 049
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Si los residuos de pesticidas son 105 ppm, ;cuanto vale el espesor del cascarén?
Resolucion.
. X: residuos de pesticida [ppm]; Y: espesor [mm]; n = 5.

. Sumas: Y x = 785, 2 y=24,Y x%=194511,Y y® = 1.1684, Y, xy = 343.36.
785

. SSye = 194511 — BB = 71266; SS,.), = 343.36 — % = —33.44.
17 71266
. o = 0.48 — (—0.00046923)(157) = 0.553669, asi que J = 0.553669 — 0.00046923x.

1
2
3
4. py = 252 = _0.00046923; & = 157, j = 0.48.
5
6

. 105 ppm esta dentro del intervalo de los datos (65 a 393): y(105) =
0.00046923(105) = 0.5044 mm.
7. Complemento: SS,,, = 0.0164 y r =

0.553669 —

—33.44

J(71266)(0.0164)

fuerte: mas pesticida, cascarén mas delgado.

= —0.978. Relacion inversa muy

Ejercicio 7.5.2 - Basquetbolistas: recta, determinacion y extrapolacion

Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 7; repetido en el ler final 2015-1, problema 7.

Las estaturas (en cm) y pesos (en kg) de 10 jugadores de baloncesto son:

Estaturax 186 189 190 192 193 193 198 201 203 205

Peso y 85 85 86 90 87 91 93 103 100 101

Sumas: Y, x = 1950, 3.y = 921, Y, x? = 380618, Y y* = 85255, Y. xy = 179971.
= a) Estime la recta de regresion de los pesos en funcién de la estatura.

= b) Calcule el coeficiente de determinacion e interprételo.

= ¢) Obtenga el peso estimado de un jugador que mide 208 cm.

(En el 1er final 2015-1 se dan solo las sumas y la recta, y se pregunta si existe relacion
lineal: es el coeficiente r del paso 6.)

Resolucién.

1. X: estatura [cm]; Y: peso [kg]; n = 10.

2. 55, = 380618 — 152 _ 368,55 = 85255 — 2L = 43009, 884y = 179971 —

10 > Yy 10
(1950)(921) _ — 37,

3. a) f = 35 = 1.021739; = 195, 7 = 92.1.

4. ,30 =92. l —1.021739(195) = —107.1391. La recta es = —107.14 + 1.0217x.
5. b) 22— 3762 141376
T (368)(430.9)  158571.2

del peso; es un modelo adecuado.

6. r = +0.8916 = 0.9442 (positivo, como la pendiente): relacion lineal directa y fuerte; a
mayor estatura, mayor peso.
7. ¢) 208 cm esta fuera del intervalo de los datos (186 a 205 cm): es una extrapolacion y la

= 0.8916: el modelo explica el 89.16 % de la variacién

estimacion no es recomendable. Si se calcula, (208) = 105.38 kg, con esa advertencia.
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En una muestra de 10: x =5, 8, 7, 10, 6, 9, 10, 6, 6, 8; y = 69, 69, 58, 54, 54, 65, 95, 62, 57.5,
30. ;Puede considerarse que existe un comportamiento lineal? Justifique.

Resultado: r = 0.2217: la relacion lineal no es buena; no puede considerarse lineal.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 108.

Ejercicio propuesto 7.6.7

Adaptado de: 2° final 2016-1, problema 7; mismos datos que el ejercicio 7.5.7.

Con los datos del experimento quimico del ejercicio 7.5.7 (3, xy = 10794, x = 33.89,
¥y =31.67,rectay = 0.6012x+11.291,r = 0.9165), ;cual de las afirmaciones es incorrecta?

a) Existe una relacién lineal entre la temperatura y la produccién - b) La recta pasa
por el punto (33.89, 31.67) - ¢) La covariancia de X y Y es positiva - d) El coeficiente de
determinacion es 0.9165.

Resultado: d): 0.9165 es r; el coeficiente de determinacién es r? = 0.84.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 108.

7.7 Errores frecuentes

1. Intercambiar x y y. r no cambia, pero la recta si. Lee «en funcion de», «a partir de»,
«influye en». Cuidado cuando y viene en el renglon de arriba de la tabla.
2. Redondear antes de tiempo. Con /3’1 redondeado a tres cifras, ﬁo cambia en la segunda
o tercera decimal. Guarda 6 cifras hasta el final.
3. Calcular ﬁo antes que ,él. La ordenada necesita la pendiente.
4. Confundir r con r?. «Correlacién» es r; «determinacién» o «porcentaje explicado»
esrl.
5. Perder el signo. r, ,31 y la covariancia salen del mismo SS,, y tienen el mismo signo.
Al obtener r de r?, el signo es el de la pendiente.
6. SS:x 0 SS,,, negativa. Es error de cuenta: casi siempre (3, x)? en lugar de Y x% o al
revés.
7. Contar mal n. n es el numero de parejas que realmente se tienen, aunque el enunciado
diga otra cifra.
8. Mezclar ny n — 1. Las tres SS se dividen entre n dentro de la resta; la covariancia de
los datos es SSyy/n.
9. Predecir fuera del intervalo de los datos sin advertir que es extrapolacion.
10. Concluir causalidad. Un r alto indica asociacién lineal, no que x provoque y.
11. Unir los puntos del diagrama de dispersion. Van sueltos; la unica linea es la recta
ajustada.

7.8 Formulario de emergencia de la unidad

2 2
" SSpy ;Z ¥2 (ZHX) S,y =X . (Zny) =Y xy— ny
s =5 b :)7—5155'f’:ﬁo+ﬁ1x'PasaP0r(x,J/)

SS 552 . N
2 = -1 = £+/r? con el signo de f;

ISs. ss TS ss

" r=
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Ejercicio propuesto 7.6.2

Adaptado de: 2° final 2011-1, problema 6.

Para estudiar la relacion entre la velocidad (en pies por segundo) y el ritmo de zancadas
(pasos por segundo) de 11 corredores de maraton se tienen las sumas: Y, velocidad = 205.4,
Y. velocidad® = 3880.08, Y. ritmo = 35.16, Y, ritmo?® = 112.681, Y. (velocidad)(ritmo)
= 660.13. Obtenga la recta de regresion para pronosticar el ritmo de zancadas a partir de
la velocidad.

Resultado: y = 1.6939 + 0.0805x.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 107.

Ejercicio propuesto 7.6.3
Adaptado de: ler final 2013-1, problema 7.
Una compaiiia de detergentes estudia la relacién entre las ventas y (cientos de unidades

por mes) y el niumero x de comerciales transmitidos por dia en una muestra de siete
ciudades. Se sabe que r? = 0.736. Interprete el resultado.

Resultado: el modelo explica el 73.6 % de la variacion de las ventas; r = ++/0.736 = 0.858:
relacién lineal directa y fuerte.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 107.

Ejercicio propuesto 7.6.4
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 7.
En siete regiones se midi6 el transito vehicular x (automoéviles por hora) y el contenido

de ozono y en la vegetacion a la orilla de las carreteras: x = 294, 402, 103, 416, 573, 216,
334; y = 26.1, 37.2, 4.6, 24.8, 38.7, 74.4, 34.3.

= a) Obtenga la recta de regresion.
= b) Calcule el coeficiente de correlacién e interprételo.

Resultado: j = 27.1832 + 0.0213x; r = 0.1527: asociacion lineal muy débil.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 107.

Ejercicio propuesto 7.6.5

Adaptado de: 2° final 2016-2, problema 7.

En un estudio hidraulico se desea saber si el porcentaje de estrechamiento x de un rio
influye en el porcentaje de elevacion y de su nivel de agua: x = 2.5, 5, 7.5, 10, 12.5, 15, 17.5,

20;y=2,4,7,9,10, 14, 15, 18. ;Es posible considerar que existe un comportamiento lineal
entre las variables? Justifique.

Resultado: r = 0.9948: si, relacion lineal directa muy fuerte (j = —0.25 + 0.9x).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 108.

Ejercicio propuesto 7.6.6

Adaptado de: 1er final 2018-1, problema 7.

Se desea saber si el numero de horas de suefio x influye en el peso y (kg) de las personas.
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Ejercicio 7.5.3 - Vendedores: recta y correlacion con sumas
Adaptado de: 2° final 2015-1, problema 7.

El presidente de una agencia de autos supone que el tiempo que un vendedor pasa con un

cliente (minutos) tiene una relacion positiva con el monto de la compra. Con los datos de

nueve vendedores se obtuvieron las sumas: minutos 874, montos 3565, (minutos)® 91 330,

(montos)? 2 147 175, (minutos)(montos) 358 852.

= a) Estime la recta que permite estimar el monto de las compras en funcién de los
minutos.

= b) ;Existe una relacion lineal entre el monto y el tiempo invertido? Justifique.

Resolucion.

1. X: minutos con el cliente; Y: monto de la compra; n = 9.

2. 588 =91330— &942 = 6454.8889.

2
3. 85y, = 2147175 — 2 = 735038.8889.
4. S8y = 358852 — TV _ 15650 8889,
5.0) f = 2008889 _ 950893; x = 97.1111, § = 396.1111; fiy = 396.1111 —

6454.8889

1.959893(97.1111) = 205.7838. La recta es y = 205.78 + 1.96x.
6. b)r 12 650.8889 _ 126508889°_ o 1o3n

- J(6454.8889)(735 038.8889) T 68881.016
7. Resultado: la relacién lineal es muy débil (r? = 0.0337: el tiempo explica apenas el
3.4 % de la variacion del monto). Los datos no apoyan la suposicién del presidente.

Ejercicio 7.5.4 - Probetas: coeficiente de determinacion
Adaptado de: 2° final 2017-1, problema 7.

Se estudia la relacion entre el esfuerzo aplicado a una probeta de plastico y el tiempo que
tarda en fracturarse:

Esfuerzox [N] 17 100 41 120 15 91 18 27

Duracién y [s] 8 7 7 65 75 65 75 8

Obtenga el coeficiente de determinacion del modelo que describe la duracién en funcién
del esfuerzo e indique qué se puede concluir.

Resolucion.
1. X: esfuerzo [N]; Y: duracioén [s]; n = 8.
2. Sumas: Y, x = 429, Y,y = 58, Y, x> = 35929, 3 y% = 423, Y xy = 2958.
_ (429)(58) _ . _ 4292 _ . _ 582 _
3. SSxy = 2958_T = —152.25; S5, = 35 929_T =12 923.875,55yy = 423—? =

2.5.

2 (-152.25>  _ 23180.0625 _
4 r= (12923.875)(2.5) ~ 32309.6875 0.7174.
5. Resultado: el modelo explica el 71.74 % de la variacion de la duracion; es un ajuste

aceptable. Como SSxy < 0,r = —/0.7174 = —0.8470: a mayor esfuerzo, menor duracion.
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Ejercicio 7.5.5 - Datos leidos de una grafica

Adaptado de: 1er final 2017-1, problema 7.

Se estudia la relacion entre el esfuerzo aplicado a una probeta de plastico y su duracién
antes de fracturarse. Los datos vienen en una grafica con el esfuerzo x [N] en el eje
horizontal y la duracién y [s] en el vertical. Los puntos son (6.5, 148), (6.5, 91), (7, 100),
(7, 41), (7.5, 20), (7.5, 15), (8, 27) y (8, 17). Indique el valor del coeficiente de correlacion e
interprételo.
Resolucion.

1. X: esfuerzo [N]; Y: duracién [s]. La gréfica tiene 8 puntos: n = 8.
2. Sumas: Y, x = 58, Y,y = 459, Y. x2 = 423, y? = 43509, ¥, xy = 3155.

_ (58)(459) _ . _ 582 . _ 4592 _
3. SSxy = 3155 — — = —172.75; SSy = 423 — e 2.5; SSyy = 43509 — el
17 173.875.
4 = —172.75 _ 17275 _ () ga3n

T J@5)(17173875)  207.2069
5. Resultado: relacion lineal inversa y fuerte: a mayor esfuerzo aplicado, menor dura-
cién de la probeta.

Ejercicio 7.5.6 - Vendedores y televisores: ;se puede extrapolar?
Adaptado de: 2° final 2018-1, problema 6.

El gerente de una tienda de televisores observa las ventas en 10 dias y el nimero de
vendedores que habia cada dia:

Vendedores x 2 2 2 3 3 3 4 4 4 3

Televisores vendidos y 3 5 10 5 10 12 5 10 10 8

= a) Obtenga por minimos cuadrados el modelo que permita estimar las ventas en funcién
del nimero de vendedores.

= b) ;Es recomendable el modelo para estimar las ventas cuando haya un solo vendedor?
Justifique.

Resolucion.

1. X: numero de vendedores; Y: televisores vendidos; n = 10.
2. Sumas: Y, x =30,y =78 x> =963 Y% = 692, xy = 241.
_ (30)(78) _ .. _ 302 _ . _ 782 _
3. S8y = 241 = S5 = T3S, = 96 = 5 = 6555, = 692 = 45 = 83.6.
4. a) p; = % = 1.166667; x = 3,y = 7.8; fy = 7.8 — 1.166667(3) = 4.3. El modelo es
)A/ =43+ 1.1667x.
. b) x = 1 esté fuera del intervalo observado (2 a 4 vendedores): seria una extrapolacion.
6. Ademas, r = — L —0.3125yr? = 0.0977: el modelo explica menos del 10 % de la
NGED) Y P

variacion de las ventas.
7. Resultado: el modelo no es recomendable para un solo vendedor, por extrapolacion
y por su bajo coeficiente de determinacién.

ol
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Ejercicio 7.5.7 - Opcién multiple: porcentaje explicado
Adaptado de: 1er final 2016-1, problema 7.

En un experimento quimico se quiere saber si existe relacion entre la temperatura ambiente
x [°C] y la produccién de la reaccién y [g]:

x 10 15 25 30 35 40 45 50 55

y 173 254 245 261 262 394 396 376 489

La grafica del enunciado muestra la recta y = 0.6012x + 11.291 y r = 0.9165; ademas

X = 3389y y = 31.67. ;Qué porcentaje del comportamiento de los datos explica el

modelo?

a) El modelo no explica los datos - b) 83.99 % - ¢) 91.65 % - d) 100 % - €) No se puede

determinar con los datos proporcionados.

Resolucion.

1. «Porcentaje explicado» es el coeficiente de determinacioén r2 nor.

2. r2 = (0.9165)* = 0.8400, es decir, 84 %.

3. Resultado: inciso b) 83.99 %. El inciso c), 91.65 %, es el valor de r expresado como
porcentaje.

4. Comprobacion con los datos: SS,, = 1888.889, SS,,,, = 812.84, 5SSy, = 1135.667; Bl =

0.6012, fiy = 11.2915, r = 0.9165 y r? = 0.8400.

7.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucidn. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.7.

Ejercicio propuesto 7.6.1

Adaptado de: 1er final 2011-1, problema 6.

Se midi6 el contenido de alquitran (x, en mg) y de monodxido de carbono (y, en mg) de seis

marcas de cigarros: (16.0, 16.6), (8.0, 10.2), (15.1, 14.4), (15.8, 17.5), (17.0, 18.5) y (8.6, 10.6).

= a) Elabore el diagrama de dispersion.

= b) Obtenga la recta de regresion.

= ¢) ;Corroboran los resultados que un aumento de alquitran conlleva un aumento de
monoxido de carbono?

= d) ;Es bueno el modelo? ;Qué porcentaje del monoxido de carbono queda explicado
por el modelo?

Resultado: j = 3.1736 + 0.8541x; si (pendiente y r = 0.9658 positivos); 7% = 0.9328: el

modelo explica el 93.28 %, es bueno.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 107.
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6. La asociacion lineal es muy débil: el transito explica solo el 2.3 % de la variacion del
0zono.

«— volver

Ejercicio 7.6.5

. X: % de estrechamiento; Y: % de elevacion; n = 8.
. Sumas: Y x =90, Y.y =79, x% = 1275, Y,y = 995, Y, xy = 1125.

- 236.25 _236.25
T J(2625)(214.875) ~ 237.4967
. r muy cercano a 1: si hay comportamiento lineal, directo y muy fuerte. La recta es
y =—0.25+0.9x.

= 0.9948.

1
2
3. SSy = 1275— 9—22 = 262.5; S5, = 995— 7?92 = 214.875; SS,, = 1125— % = 236.25.
4
5

<« volver

Ejercicio 7.6.6
1. X: horas de sueno (la que «influye»); Y: peso [kg]; n = 10.

2. Sumas: Y, x =75,y = 613.5, Y. x2 = 591, Y y* = 40018.25, Y, xy = 4659.
. (75)(613.5) _ . _ 75% . _ 613.5% _
3. SSyy = 4659 — ST = 57.75; Sy, = 591 — 2o = 28.5; 55, = 40018.25 — == =
2380.025.
r= 57.75 - 5175 _ 0.9217.

"~ J(285)(2380.025)  260.4433
5. rlejano a 1 (r? = 0.049): la relacién lineal no es buena; no puede considerarse lineal.

<« volver

Ejercicio 7.6.7

1. a) r = 0.9165, cercano a 1: si existe relacion lineal. Correcta.

2. b) $(33.89) = 0.6012(33.89) + 11.291 = 31.666 =~ 31.67 = j: la recta pasa por (%, 7).

Correcta.

3. ) Cov = 12722 — 32 28 — 1199333 — 1073.148 = 126.185 > 0. Correcta.

4. d) El coeficiente de determinacién es r? = 0.9165% = 0.84; 0.9165 es r. Incorrecta: la
respuesta es d).
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Apéndice C - Fe de erratas

ler final 2016-2, problema 6: la resolucion agrega «con Excel, 0.1124». Con z = 1.2143
sin redondear, el valor exacto es 0.1123. La respuesta con tabla, 0.1131, es correcta.

2° final 2018-1, problema 5 c): la resoluciéon redondea z = 2.1082 a 2.1 y obtiene
1—0.9821 = 0.0179. Con z a dos decimales, 2.11, el resultado es 1 — 0.9826 = 0.0174 (valor
exacto: 0.0175).

C.7 - Unidad 7 - Manejo de datos bivariados: recta de minimos cuadrados,
correlacion y determinacion

2° final 2014-1, problema 7: la ordenada aparece como 27.1858, calculada con la pen-
diente redondeada a 0.0213; el valor verificado es 27.1832.

2° final 2016-2, problema 7:

= el valor 236.25 aparece rotulado como SSyy; es SSyy (SSxx = 262.5);
= r aparece como 0.9947; el valor verificado, 236.25/237.4967 = 0.99475, redondea a
0.9948.

ler final 2013-1, problema 7: la resolucién califica la relacién a la vez de «relativamente
fuerte» y de «muy ligera». Con r = 0.858 y r? = 0.736, la relacién lineal es fuerte.

ler final 2017-1, problema 7: el enunciado habla de «9 probetas», pero la grafica tiene
8 puntos; la resolucién usa n = 8.

2° final 2016-1, problema 7: la covariancia aparece como 126.037, calculada con las me-
dias redondeadas (33.89 y 31.67); el valor verificado es 126.185. La conclusién (covariancia
positiva) no cambia.

ler final 2011-1, problema 6:

= la ordenada aparece como ﬁo = 3.1741, calculada con la pendiente redondeada a 0.854;
el valor verificado es 3.1736, el mismo que muestra la grafica de la resolucion;
= las respuestas a los incisos c) y d) aparecen rotuladas como b) y c).

2° final 2011-1, problema 6: la ordenada aparece como 1.6932, calculada con la pendiente
redondeada a 0.0805; el valor verificado es 1.6939.
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Apéndice D - Fuentes y bibliografia

Examenes de los que se adaptaron los ejercicios:

= Primeros y segundos examenes finales de Probabilidad y Estadistica, semestres 2011-1,
2012-1, 2013-1, 2014-1, 2015-1, 2016-1, 2016-2, 2017-1 y 2018-1, con sus resoluciones
publicadas. Facultad de Ingenieria, UNAM.

Material de consulta:

= Bariuelos Saucedo, A. L.; Manzanarez Gémez, N. Notas de Probabilidad y Notas de
Estadistica. Facultad de Ingenieria, UNAM.

= Borras Barcia, H. E; Iriarte Balderrama, R.; Frontana de la Cruz, B. Apuntes de Probabi-
lidad y Estadistica. Facultad de Ingenieria, UNAM, 1985.

= Iriarte, R.; Borras, H. Ejercicios de Probabilidad y Estadistica. Facultad de Ingenieria,
UNAM, 1985.

= Montgomery, D. C.; Runger, G. C. Probabilidad y estadistica aplicadas a la ingenieria, 2.*
ed. Limusa Wiley, 2005.

= Devore, J. L. Probabilidad y estadistica para ingenieria y ciencias, 5.* ed. Thomson, 2008.

= Programa de la asignatura Probabilidad y Estadistica (clave 0712), plan de estudios 2010.
Facultad de Ingenieria, UNAM.
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E.7 - Unidad 7 - Manejo de datos bivariados: recta de minimos cuadrados,
correlacion y determinacion

Ejercicio 7.6.1 «— volver

1. X: alquitran [mg]; Y: monéxido de carbono [mg]; n = 6.
2. a) Seis puntos que suben de izquierda a derecha: dos marcas bajas (8.0 y 8.6 mg) y
cuatro altas (15.1 a 17.0 mg).

3. Sumas: Y, x = 80.5, ),y = 87.8, Y. x? = 1160.61, Y y? = 1347.82, Y, xy = 1246.8.

4. SS.. = 1160.61 — 325 — 80.5683; SS.,, = 1347.82 — 578" — 63.0133; SS,., = 1246.8 —
. x — . T = . 5 vy = . T = . 5 xy = .

(B05)878) _ g6 8167,

5. b) fy = S221% — 0.854140; % = 13.4167, 5 = 14.6333; iy = 14.6333-0.854140(13.4167) =

3.1736. La recta es y = 3.1736 + 0.8541x; para trazarla, (8) = 10.01 y $(17) = 17.69.

6. ¢)r = —3817 _ _ 0,9658: relacion directa fuerte. Si se corrobora: mas alquitran,

J(80.5683)(63.0133)

méas monoxido de carbono.
7. d) r2 = 0.9328: el modelo explica el 93.28 % de la variacion del mondxido de carbono;
es un buen modelo.

Ejercicio 7.6.2 «— volver
1. X:velocidad [pies/s]; Y: ritmo de zancadas [pasos/s]; n = 11.
2

2. SS.x = 3880.08 — 224 = 44.7018; 55, = 660.13 — BN _ 5 5969

5 _ 35969 _ e o
3. ﬁAl = 708 = 0.080464; x = 18.6727, y = 3.1964.
4. fy = 3.1964 — 0.080464(18.6727) = 1.6939. La recta es y = 1.6939 + 0.0805x.
5. Complemento: SS,, = 0.2969 y r = 0.9874: relacion directa muy fuerte.

Ejercicio 7.6.3 « volver

1. 2 = 0.736: el modelo lineal explica el 73.6 % de la variacién de las ventas; el 26.4 %
restante se debe a otros factores.

2. Se espera que mas comerciales vayan con mas ventas (pendiente positiva), asi que
r = ++v0.736 = 0.858.

3. Conclusién: relacion lineal directa y fuerte entre el nimero de comerciales y las
ventas.

Ejercicio 7.6.4 <« volver

1. X:automoviles por hora; Y: ozono; n = 7.

2. Sumas: Y, x = 2338, Y,y = 240.1, Y x> = 918 246, 3. y* = 10910.79, Y xy = 83 120.1.

2 2
3. SSex = 918246— 225 = 137354; S5, = 10910.79— 2L = 2675.36; S, = 83120.1—

(2338)(240.1)

=2926.7.

4. a) fi = 220 = 0.021308; % = 334, § = 34.3; fiy = 34.3 - 0.021308(334) = 27.1832. La
recta es y = 27.1832 + 0.0213x.

5. b) 29267 = 2287 _ 1527, 2 = 0.0233.

r = =
J(137354)(2675.36) 1916954
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3, 2= 30 = 96667 > —2.67.

4. P(X < 58) = Fz(—2.67) = 1 —0.9962 = 0.0038: es muy poco probable.

«— volver

Ejercicio 6.6.2

. X: tiempo por corddn, yuy =5 min, oy = 3 min, distribucién no especificada; n = 40.
. Terminar antes de las 9:00 p.m. (180 min para 40 piezas) equivale a X < 4.5.

1
2
3. n=40>30: por el TLC, o = \F = 0.4743.
4 4.5-5

5

z = m = —1.0541 —» —1.05.

. P(X < 4.5) = Fz(~1.05) = 1 — 0.8531 = 0.1469.

Ejercicio 6.6.3 « volver
1. jix = 200000, oy = 100000, 7 = 30 > 30: por el TLC, X ~ N(200000, %)
2. o = 50 = 18257.42.
_ 175000-200000 _ _
3.z = Thavaz 1.3693 — —1.37.
4. P(X < 175000) = F7(~1.37) = 1 — 0.9147 = 0.0853.
Ejercicio 6.6.4 « volver
1. px = 25000, oy = 2135, n = 100 > 30: TLC.
2135
2. 0y = 8B <2135,
3. 7= BEEBI0 - 23419 > —234,
4. P(X < 24500) = F7(—2.34) = 1 —0.9904 = 0.0096.
Ejercicio 6.6.5 « volver
_ 2
1. Poblaciéon normal: X ~ N( , %), conoy = 995 _ .01 litros.
_199-2 _ . 2-2
2 z2= "0 = b= o5 =0
3. P(1.99 < X < 2) = F;(0) — F;(~1) = 0.5 — 0.1587 = 0.3413.
Ejercicio 6.6.6 « volver
iy e 2 o= 12 _
1. Poblacion normal: X ~ N(106, 0%), con og = = 2.4.
2. z= 110 = 16667 — 1.67.
3. P(X > 110) = 1 — F;(1.67) = 1 — 0.9525 = 0.0475.
Ejercicio 6.6.7 « volver

1. Poblacién normal, n = 10,v = 9: :2 = )((9)

2. Se pide P(3.14 < S < 8.94) = P(3.14> < §? < 8.94%).

3. Limites: 312 = 5,088 y 280" _ 16.925.

4. Enla tabla, ﬁla v=29: )(0'993 = 2.088 y )(&_05’9 =16.919 = 16.925.
5. P(2.088 < y% < 16.925) = 0.99 — 0.05 = 0.94.
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

1 - Unidad 1 - Analisis estadistico de datos muestrales: tablas de frecuencias,
tendencia central, dispersion y sesgo

Ejercicio 1.6.1 « volver
1. Cada barraesunaclase:c=29-26=03;n=3+7+10+7+1=28.

2. a) X xify = 7.8+ 203+ 32 + 24.5+ 3.8 = 88.4, asi que ¥ = == =3.157 kg,

3. b) La barra mas alta corresponde a la marca 3.2: x,,, = 3.2 kg.

4. ) Y xPf; = 28174y BL 884 = 279.091; la diferencia es 2.649. s* = 22 = 0.0981 kg®.
Ejercicio 1.6.2 « volver
1. Limites enteros: fronteras 196.5-216.5, ..., 296.5-316.5; ¢ = 20; n = 100.

2. Y, % fi = 25350, asiquex— 253.5.

3. X(x — %)% f; = 42700, s* = 28 = 431313 y 5 = 20.768.

4. cv= 2205;68 =0.0819 < 0.15: datos homogéneos.

Ejercicio 1.6.3 «— volver

¢ = 3; marcas 4, 7, 10, 13, 16, 19; acumuladas 2, 5, 12, 21, 30, 35.
. Y. xf; = 455, asi que x = 13.
1 = 17.5: clase 11.5-14.5, con Fypy = 12y fieq = 9. % = 11.5 + 13712(3) = 13.333
2 o N . D, ‘ant Y Jmed . . 9 . .
. La frecuencia maxima, 9, aparece en las clases con marcas 13 y 16: la muestra es
bimodal.
N2 2 _ 594 _
(g — %)% f =594, 52 = 2 = 17471y 5 = 4.180.
6. Y(x— %) f = —972, my = ‘39572 ~27.771y a3 = L = ~0.380.
7. La distribucion si es sesgada, con sesgo negativo: ¥ = 13 < ¥ = 13.333.

o

Ejercicio 1.6.4 <« volver
1. a) Acumuladas: 2, 6, 9, 10. Ojiva: (0, 0), (10, 2), (20, 6), (30, 9), (40, 10).
2. b) Marcas 5, 15, 25, 35: ¥ = @@ +25G)+35(1) _ 180 _ g pey
' o ’ : 10 10
Ejercicio 1.6.5 <« volver

1. Fronteras 0.5-4.5, 4.5-8.5, ...,
das 14, 32, 44, 60, 80.

. a) Ojiva: (0.5, 0), (4.5, 14), (8.5, 32), (12.5, 44), (16.5, 60), (20.5, 80).

b) Y x; f; = 880, asi que x = 11.

% = 40: clase 8.5-12.5, con Fyyy = 32y fypeq = 12. % = 8.5+ 222 (4) = 11.167.

. Clase modal 16.5-20.5 (f = 20), la dltima: Ay = 20— 16 = 4y A, = 20 -0 = 20.
Xmo = 16.5 + 5(4) = 17.167 (marca modal: 18.5).

. 0) X =11 < X =11.167 < Xy, = 17.167: sesgo negativo.

7. d) X(x — 2)*f = 2700, % = % =34.177,s = 5846 y cv =

heterogéneos.

16.5-20.5; ¢ = 4; marcas 2.5, 6.5, 10.5, 14.5, 18.5; acumula-

(=2}

58‘“’ = 0.531: datos
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Ejercicio 1.6.6 «— volver

1. a) Histograma: barras sobre 78.5-79.5, 79.5-80.5, 80.5-81.5 y 81.5-82.5, con alturas 40,

750, 150 y 60.

2. b) La clase de mayor frecuencia tiene marca 80: x,,, ~ 80 mm, la longitud mas frecuente.

710
1310

= 80.23 mm, la longitud promedio de las

Con la formula: A} = 710, Ay = 600 y X, = 79.5 +

79(40)+80(750)+81(150)+82(60) _ 80230
1000 ~ 1000

(1) = 80.042 mm.

3. x =
piezas.

«— volver

Ejercicio 1.6.7

1. n=5+7+3+2+3=20;Y xf = 560.81, asi que % = 28.0405.
2. X(x — 2)*f; = 408150, s* = 50 = 214.816 y 5 = 14.6566.

_ 146566 _ . A
3. v = oris = 0-5227 > 0.15: datos heterogéneos.

E.2 - Unidad 2 - Fundamentos de la teoria de la probabilidad: probabilidad
condicional, probabilidad total y Bayes

«— volver

Ejercicio 2.6.1

1. I, E, O: el empleado es ingeniero, economista o de otra profesion. D: ocupa un puesto
directivo.

2. «El resto» de los empleados: P(O) =1 —0.3 — 0.2 = 0.5.

3. Ramas: 0.3(0.8) = 0.24, 0.2(0.3) = 0.06, 0.5(0.1) = 0.05; P(D) = 0.35.

4. P(1|D) = “4 =0.6857.

Ejercicio 2.6.2 «— volver

1. A: hay un accidente. B: suena la alarma. P(A) = 0.2, P(A) = 0.8, P(B | A) = 0.98,
P(B| A) = 0.04.
2. P(B) = 0.2(0.98) + 0.8(0.04) = 0.196 + 0.032 = 0.228.

3. P(A|B) = % = 0.8596.

«— volver

Ejercicio 2.6.3

1. D:laloseta es defectuosa. I: la loseta fue inspeccionada. P(D) = 0.04, P(DNI) = 0.002.

P(IND) _ 0.002

P(D) 004 =0.05.

2. Es una condicional directa, sin probabilidad total: P(I | D) =

«— volver

Ejercicio 2.6.4

1. M;: el tornillo se produjo en la maquina i. D: el tornillo es defectuoso.
2. a) Ramas: 0.15(0.04) = 0.006, 0.30(0.03) = 0.009, 0.20(0.05) = 0.010, 0.35(0.02) = 0.007;
P(D) = 0.032.

3. b) P(M3|D)— —03125

«— volver

Ejercicio 2.6.5

1. F: el paciente es fumador. C: el paciente tiene cancer pulmonar. P(F) = 0.45, P(F) =
0.55, P(C | F) = 0.9, P(C | F) = 0.05.
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1. a) «Ninguna linea méas de la mitad del tiempo»: P(X < % Y < %) = IOI/Z 01/2 3(x +
y2) dy dx.
32 (K2 1 _3/1 1y_ 1 _
2.=2], (7+ﬁ)dx—5(5+5)— L = 0.0625
3. b)fX(x) IO 2(x +y)dy = gx2+%,03xél.
s x1! _ 27 3 53 _
4 P(X>2) =, (3 + 1) dx _[7+5]3/4 1- (£ +2)= 2 =04141
5. ¢) E(X) = |, x(ax +5)dx:§+i: g =0.625
Ejercicio 5.6.4 <« volver

1. a) X < 1 abarca todo el recorrido de X, asique P(X <1)=1yP(Y >15|X < 1) =
P(Y > 1.5).

2. P(Y > 1.5) = [o [}, x + y)dydx = L[] (0.5x +0.875)dx = 1(0.25 + 0.875) = < =

. 5) =y Ji5 50+ »)dydx = 3 [; (0.5x +0. x = 2(0. . ===
0.5625. )

3. b)fX(x):f1 %(x+y)dy:§+%,0§x§1.

2, 108
4. P(X <08) = [% + Zx]o =0.16 + 0.6 = 0.76.

«— volver

Ejercicio 5.6.5

40
1. a)P(X>220, Y>1)=— 6640 Il 20(4x+2y+1)dxdy— 6640 Il [2x +2xy+x] dy.
_ _1 _ 2480 _
2. = —1J; (242;):—4;)y)1dy 6640 [2420y+20y] = 1)0347352 1 _—
x+2y+ _ 8x+6 X+2y+ _ 80y+
3.D) fx(0) = [ soa0 4V = G000 S X <40 fr(y) = sei0 = Tesw0
0<y<a.
3240 _ 2,93

4. En (0,0): fxy(0,0) = 6640 mientras que fx(0)fy(0) = 6640 S0 = e Son distintos:
no son independientes (4x + 2y + 1 no se factoriza como producto).

<« volver

Ejercicio 5.6.6

1. Region: el tridngulo 20 < x < y < 40. Para x fija, y va de x a 40; para y fija, x va de 20
ay.

fx(o) = [0 Ay doex zo<x<4o-fy(y):jy dx _ Y20 90 <y < 40.

%00 200 220200 2 200
40—x _ _ y— _ 100
.a)E(X) = jz 200 dx =26.667; E(Y) = [,y y5555- dy = 33.333.

CE(XY) = [0 X dy dx = 900.

x 200
b) Cov(X,Y) = 900 — 1(3)0 w 199 — 11.111: relacién positiva, porque el

precio de la refineria 51empre es mayor que el del transportista.

‘U'IVBLA)N

E.6 - Unidad 6 - Distribuciones muestrales: teorema del limite central, media
muestral y ji cuadrada

«— volver

Ejercicio 6.6.1

1. X:vida 1til de un foco, uxy = 60 meses, oy = 6 meses; X: vida promedio de 64 focos.

- : T ~ & L= 8-
2. n =64 > 30: por el TLC, X ~ N(60, &), con oy = £ =075,
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3. P(16 < X < 19.5) = Fz(2.00) — Fz(—2.67) = 0.9772 — 0.0038 = 0.9734.

«— volver

Ejercicio 4.6.8

1. X £ ntimero de conductores ebrios, de 400; X ~ Binomial(400, 0.1). Como np = 40 > 5

y nq = 360 > 5, se aproxima con Y ~ N(40, 36), o = 6.
31.5—40

2. a) «Menor que 32» es X < 31: P(Y < 31.5),z = % = —1.42, P = F;(—1.42) =
0.0778.

3. b) «Mayor que 49> es X > 50: P(Y > 49.5), z = P22 = 1,58, P = 1 0.9429 =
0.0571.

4. ¢) «Por lo menos 35 pero menor que 47» es 35 < X < 46: P(34.5 <Y < 46.5), con
z1 =—0.92y zp = 1.08. P = F;(1.08) — Fz(—0.92) = 0.8599 — 0.1788 = 0.6811.
5. Con la binomial exacta: 0.0746, 0.0601 y 0.6796.

«— volver

Ejercicio 4.6.9
1. X £ numero de compras, de 80 clientes; X ~ Binomial(80, 0.25). g = 20, ¢ =

80(0.25)(0.75) = 3.873.
2. P(X>28)=P(Y >275);z= 22— =
3. P= l—FZ(194)—1—09738—00262
4. Con la binomial exacta, P(X > 28) = 0.0295.

Ejercicio 4.6.10

«— volver

1. X = ndimero de cepillos defectuosos entre los 3 elegidos sin reemplazo; X ~
Hipergeomézrifa(N =10, r=4, n=3),con (13?) = 120.
Q) _ 20 _ 1 415 1 66
2. a) fx(0) = -7 = 5 = ¢ XD = 55 = 3 x(@ = 35
Suman 1.

3. b) E(X) = nl =3(0.4) = 1.2.
4. Var(X) = 3(0 4)(0.6) 10— 10- 3 =0.56, de donde oy = 0.7483.

E.5 - Unidad 5 - Variables aleatorias conjuntas: marginales, condicionales,
independencia, covariancia y correlacién

«— volver

Ejercicio 5.6.1

1. «Lalinea 2 libre el 80 % del dia» significa que se usa a lo mas el 20 %: se pide P(Y < 0.2).

2. P(Y<02)—IOIO —(x+2y)dydx——f0 [xy+y] dx——f0(02x+004)dx
3. = 2001+0.04) = Z =0.0933.

Ejercicio 5.6.2 <« volver
1. La densidad es constante: area total = 0.25 x 2000 = 500, de ahi ny ==
2. a)Region 0.1 < x £ 0.2, 100 < y < 200: area = 0.1 x 100 = 10; P— —002

3. b) Regi6n 0 < x < 0.25, 0 < y < 1000: 4rea = 0.25 x 1000 = 250; P— igg =0.5.

<« volver

Ejercicio 5.6.3
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2. P(C) = 0.45(0.9) + 0.55(0.05) = 0.405 + 0.0275 = 0.4325.

3. P(F|C) = 0?4430255 =0.9364.

<« volver

Ejercicio 2.6.6

1. A, B, C: riesgo bajo, medio y alto, con P(C) = 1—0.2—0.65 = 0.15. D: tiene un accidente
en el afio.

2. Ramas: 0.2(0.01) = 0.002, 0.65(0.02) = 0.013, 0.15(0.03) = 0.0045; P(D) = 0.0195.

3. a)P(B| D) = 006011;5 = 0.6667.

4. b) P(D) = 1-0.0195 = 0.9805. Numerador: 0.2(0.99)+0.65(0.98) = 0.198+0.637 = 0.835.

5

. P(AUB|D) = 095833055 =0.8516.

<« volver

Ejercicio 2.6.7

1. A: el equipo tiene éxito. B: el reporte es favorable. P(A) = 0.4, P(A) = 0.6, P(B | A) =
0.8, P(B| A) = 0.3.

2. P(B) = 0.4(0.8) + 0.6(0.3) = 0.32 + 0.18 = 0.5.

3. P(A|B) = & 032 =0.64.

<« volver

Ejercicio 2.6.8

1. A;: el sensor i es defectuoso, con P(A;) = 0.07 y P(4;) = 0.93; los tres son independien-
tes.

2. a) Hay tres formas excluyentes de que uno solo sea defectuoso, cada una con probabili-
dad 0.07(0.93)%: P = 3(0.07)(0.93)% = 0.1816.

3. b) «A lo méas dos» es el complemento de «los tres»: P = 1 — (0.07)> = 1 — 0.000343 =
0.9997.

3 - Unidad 3 - Variables aleatorias: funciéon de probabilidad, de densidad y de
distribucion, media y variancia

Ejercicio 3.6.1 «— volver

1. X: numero de impresoras vendidas en dos dias; Ry = {0, 1, 2}. Los dias son indepen-
dientes.

2. fx(0) = (0.7)(0.7) = 0.49; fx(2) = (0.3)(0.3) = 0.09.

3. fx(1) = 1-0.49 — 0.09 = 0.42 (o0 bien 2(0.7)(0.3): vender en el primer dia o en el
segundo).

<« volver

Ejercicio 3.6.2

1. X: nimero de proyectos del sector energético entre los dos elegidos; Ry = {0,1,2};
(120) = 45 pares posibles.

(3)(7) 21 (3)(7) 21 ( ) 3 _ 1
2. fx(0)= = & fx( )— =Lifx@=2% ==+
3. Acumulando. FX(x) =0six<0; — 1 = 0 4667 si0 < x<1; 14 = 0.9333 sil<x<2;1
six > 2.
Ejercicio 3.6.3 <« volver
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1. Hay 5 -4 = 20 resultados ordenados igualmente probables (12, 13, ..., 54).

2. a)X:el mayor de los dos m’xmeros El mayor es m en 2(m — 1) resultados: fx(2) = =
0.1, fx(3) = 0 =02, fx(4) = 0 =03, fx(5) = 3; =04

3. b) Y: la suma. Conteo: 3 (2 resultados), 4 (2), 5 (4), 6 (4),7 (4), 8(2), 9 (2).

4. £(3,4,5,6,7,8,9) = 0.1, 0.1, 0.2, 0.2, 0.2, 0.1, 0.1; suman 1.

«— volver

Ejercicio 3.6.4

1. ) Y(0)=10,Y(1) =7,Y(2) =2,Y(3) =1,Y(4) = 10. Los valores x =0y x = 4 dan el
mismo y = 10: fy(10) = 0.10 + 0.15 = 0.25.

y 1 2 7 10
fr(y) 025 030 020 025

2. b) E(Y) = 0.25 + 0.6 + 1.4 + 2.5 = 4.75.
3. E(Y2) = 1(0.25)+4(0.30)+49(0.20)+100(0.25) = 36.25, asi que Var(Y) = 36.25—4.75% =
13.6875.

«— volver

Ejercicio 3.6.5

1. X: desembolso (envio mas pérdida) en pesos.

2. Un paquete: X = 5.20 con probabilidad 0.93 y X = 5.20 + 40 = 45.20 con probabilidad
0.07. E(X) = 5.20(0.93) + 45.20(0.07) = $8.00.

3. Dos paquetes: envio $6.60. Se pierden 0, 1 o 2 paquetes con probabilidades 0.93% =
0.8649, 2(0.07)(0.93) = 0.1302 y 0.07% = 0.0049; X = 6.60, 26.60 0 46.60.

4. E(X) = 6.60(0.8649) + 26.60(0.1302) + 46.60(0.0049) = $9.40.

5. Conviene enviar los libros en un solo paquete.

«— volver

Ejercicio 3.6.6

1. a) fx es simétrica alrededor de 0 (solo tiene x?). Con la integral: E(X) = [1250x -

500 000

50 . .
I] 50 = 0, porque las potencias pares valen lo mismo en +50. E(X) = 0 min.

3150
_ _ 3 125000\ _ _ 3 250000 _
2. b) P(X > 0) = 500000 [ 500x = ]o 500000 (125000 3 ) = 500000 3
0.5.
Ejercicio 3.6.7 «— volver
4
1. a) kfoﬂ/4 cos2xdx =k [#]Z/ = g =1, asi que k =2; fx > 0 en el intervalo.
2. b) Fx(x) = Io 2cos2tdt = seanparaO <x< ;08ix<0y1 s1x> <
3. ¢)sen2x = 0.5, a51qu62x—6yx— —02618
Ejercicio 3.6.8 «— volver
_ P(I<T<2)
L. aPT>21|T<2)= “Pr<z) -

2. PA<T<2)=Fr(2)— Fr(1) =e 10 —¢732 = 0.2019 — 0.0408 = 0.1611.
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3. P(T<2)=1-¢32=09592,asi que P(T > 1| T < 2) = 352

4. b) fr(t) = % (1- e_l'ét) = 1.6 parat >0,y 0 parat < 0.

= 0.1680.

E.4 - Unidad 4 - Modelos probabilisticos comunes: binomial, geométrica,
Pascal, hipergeométrica, Poisson, uniforme, exponencial y normal

Ejercicio 4.6.1 <« volver
1. X = ntmero de barcos que llegan en una hora; X ~ Poisson(At = 8- 1 = 8).
2. P(X = 5) = 88 _ 32768¢ 7 _ g 0916
’ -7 st T 1200 T :
Ejercicio 4.6.2 <« volver

1. T = afios hasta la falla; la media es 3, asi que T ~ Exponencial(/l = %)

2. Usar la garantia es fallar durante el primer afio: P(T < 1) =1 — e 1/3 =1-0.7165 =
0.2835.
3. E128.35 % de las pantallas usara la garantia.

<« volver

Ejercicio 4.6.3

1. Fx(x) = 1— e % esla funcién de distribucién de una exponencial con A = 8 por hora.
Los minutos se pasan a horas: 12 min = 0.2hy 18 min = 0.3 h.

2. a)P(X<02)=1-¢"1%=1-0.2019 = 0.7981.

3. b) P(0.2 < X < 0.3) = Fx(0.3) — Fx(0.2) = 716 — 724 = 0.2019 — 0.0907 = 0.1112.

4. ¢) E(X) = % = é =0.125 h (7.5 min) y Var(X) = % = 6—14 =0.0156 h?.

<« volver

Ejercicio 4.6.4
1. X £ error en la longitud [mm]; X ~ Uniforme(1,4), con fx(x) = ; en [1,4].
2. P(X>2) = % = 0.6667.

<« volver

Ejercicio 4.6.5

1. El séptimo disparo es el cuarto acierto: X = nimero de disparos hasta el cuarto acierto;
X ~ Pascal(r =4, p =z

2. PX =7 =9 (5 ) (%) =20-

Ejercicio 4.6.6

7 =0.0732.

«— volver

1. X = ntmero de tornillos no defectuosos en el lote; X ~ Binomial(n = 200, p = 0.98).
E199 % de 200 son 198.

2. P(X = 198) = (99)(0.98)1%(0.02)% = 19900(0.98)'8(0.0004) = 0.1458.

3. P(X = 199) = 200(0.98)!?(0.02) = 0.0718 y P(X = 200) = 0.98%°° = 0.0176.
4. P(X > 198) = 0.1458 + 0.0718 + 0.0176 = 0.2351.

<« volver

Ejercicio 4.6.7

1. X = tiempo de revelado [s]; X ~ N(18 0.75%).

2. 21 = 158 = 267y zp = T = 2.00.
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