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5. Comprobacién opcional: cierra la superficie con una tapa plana, aplica Gauss y resta el
flujo de la tapa.

4B.3.4 Integral triple en cilindricas o esféricas

1. Dibuja el sélido: piso, techo y sombra.

2. Elige coordenadas: cilindricas si hay x2 + y2 (cilindro, cono, paraboloide); esféricas si
hay x? + y% + 2% (esfera).

3. Traduce el integrando (y/x% + y? = r) y escribe dV con su jacobiano.

4. Limites: z de piso a techo; r del centro al radio de la sombra; 6 segtin la regién. Los de
adentro pueden tener letras; el de afuera, solo nimeros.

5. Integra de adentro hacia afuera.

4B.3.5 Flujo con el teorema de Gauss (divergencia constante)

1. Comprueba que la superficie es cerrada y escribelo: «S es cerrada; por el teorema de
Gauss...».

2. Escribe P, Q y R en renglones separados.

3. Deriva P solo respecto a x, Q solo respecto a y y R solo respecto a z. Si una letra no
aparece, ese término vale 0. Suma.

4. Sila divergencia es un niimero c: obtén las medidas del sélido (el radio de x? + y? + 2% =
25 es 5) y su volumen con la tabla de 4B.1.

5. Flujo = ¢ - V. Déjalo exacto, con 7.

4B.3.6 Gauss con divergencia variable

1. Calcula la divergencia; suele quedar algo como 3y + 2z, x%, 2z 0 x% + y2.

2. Simetria: quita los términos x, y (y z, en una esfera centrada) cuyo integral vale cero
por simetria.

3. Si queda una constante, multiplicala por el volumen.

4. Si queda un término como x2, %+ y2 o0 z, integra en cilindricas o esféricas (4B.3.4).

5. Si el volumen no es de tabla, calcilalo con una integral doble: V = ﬂR(z,echo = Zpiso) AA.

4B.3.7 ;Entra o sale fluido? (divergencia en cilindricas)

1. Identifica F,, Fy y F,.

. Término 1: multiplica F, por r, deriva respecto a r y divide entre r.
. Término 2: deriva Fy respecto a 0 y divide entre r.

. Término 3: deriva F, respecto a z.

gl W N

Cero: igual.
6. Atajo: ré, + z €, es el campo xi + yj + zk, con divergencia 3.

4B.3.8 Campo radial unitario sobre una esfera

= ro.. . .2 . . .

1. F= \:TI tiene divergencia 5> que no es constante y no esta definida en el origen. No
conviene Gauss.

2. Enla esfera de radio a: n =

3. Flujo = 1- Area = 47d®.

=

.
7

=1
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. Suma y evalda en el punto. Negativa: entra mas del que sale. Positiva: sale mas.
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3. Sipiden que sea solenoidal, agrega Py + Q, + R, = 0.

4. Resuelve el sistema, sustituye las constantes en F y, si lo piden, obtén ¢ con 3.3.4.

3.3.6 Trabajo en coordenadas polares, cilindricas o esféricas
1. Escribe los factores de escala: polares y cilindricas (1,r, 1); esféricas (1, p sen ¢, p).

2. Forma la diferencial F-dF = hqF, dq;+hyF, dgy+h3F; dgs. En cilindricas, la componente
Fy se multiplica por r.

7]
3. Busca ¢ con a—(p = h;F, con el método de 3.3.4.

1
4. Si existe, W = ¢(B) — ¢(A) con Ay B en las mismas coordenadas del campo. No hace
falta pasar a cartesianas ni parametrizar la recta.
5. Sino existe y el camino es un arco de circunferencia r = constante, entonces dr =0y

solo queda J Fyrdo.

6. Silos puntos vienen en cartesianas y el campo en polares, convierte los puntos: r =

Jx?% + % y 0 segin el cuadrante.

3.3.7 Curva cerrada

1. Calcula el rotacional.

2. SiVxF=0 y el campo esta definido en todo R* (0 en una regién simplemente conexa
que contenga la curva), entonces 43(: F.df=0.No parametrices la curva.

3. Sino es cero, parametriza (3.3.2) o, en el plano, aplica el teorema de Green (Unidad 4,
parte A).

3.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: 1er final 2025-2, tipo A, problema 4.

Determine el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x, y,2) = (8xy°2)i +

(12x%y?2)j + (4x2y3)i< cuando la particula se desplaza a lo largo de la hélice

7(t) = (2cost)i+ (2sent)j+ tk, desde el punto A(2,0,0) hasta el punto B (1, V3, 73—[)

Datos: P = 8xy3z, Q= 12x2yzz, R= 4x2y3; A(2,0,0), B (1, V3, %)

Planteamiento. Antes de parametrizar la hélice se revisa si el campo es conservativo:

W= [ F-diy,siVxF=0,W = @B —p(A).

Resolucion.

1. Derivadas: P, = 24xy%z, P, = 8xy%; Q, = 24xy%z, Q, = 12x°y%, R, = 8x)°,

R, = 12x%y2.

2. Rotacional: R, — Q, = 0, =(R, — P;) = 0, Qx — P, = 0. El campo es conservativo
y la forma de la hélice ya no importa.

.o = [ 8xyPzdx = 4x®yPz + g(y, 2).

Ly = 12x%y%z + gy =0= 12x%y%z = gy =0, asi que g = h(2).

. ¢, = 4x%y® + 1'(2) = R = 4x*y® = I’(z) = 0. Entonces ¢ = 4x%y’z.

. ¢(B)=4~1~(\B)3-§ =4-3y3- g =437y ¢(A) = 0, porque y = 0.

Resultado: W = ¢(B) — ¢(A) = 4/3 r unidades de trabajo.

AN W

49



Unidad 4 - Parte B - Integrales multiples: integrales de superficie, integrales triples y teoremas de Stokes y Gauss

s V-F<0:esun sumidero, entra mas del que sale.
= V- F =0 en todo el dominio: el campo es solenoidal.

Teorema de Gauss (de la divergencia). Si S es una superficie cerrada que encierra el
s6lido V y 71 es la normal exterior:

#f-ﬁds:m v-Fdv
S 14

Si la divergencia es una constante c, el flujo es c por el volumen del sélido y no hay que
integrar.
Rotacional y teorema de Stokes.

k
XF: BZ:(Ry—QZ, Pz—Rx»Qx_Py)
R

"URQ’ ~>
1Q‘<Q> <>

Si C es la frontera de una superficie S:

3@Cﬁ-d?:ﬂs(wﬁ)~ﬁds

= Laintegral de la izquierda es la circulacién (o el trabajo en una curva cerrada).

= Sirve cualquier superficie con frontera C; se elige la mas sencilla, casi siempre el
pedazo de plano que encierra la curva.

= Orientacidn (regla de la mano derecha): C antihoraria vista desde arriba corresponde
a la normal hacia arriba. Si C va en sentido horario, el signo cambia.

= El teorema de Green es el caso en que S esta en el plano XY.

Simetria. Si el sdlido o la superficie es simétrico respecto al plano x = 0 (por ejemplo,

una esfera, un cilindro o un cono centrados en el eje Z), entonces MV xdV = 0; igual con

y. Una esfera centrada en el origen también da [[f;, zdV = 0.

Volumenes que se usan.

Sélido Volumen
Esfera de radio a ira
Semiesfera %naz’
Cilindro nr’h
Cono %m’zh
Paraboloide z = h — x* — 3% sobre z = 0 %ﬂhz
Caja abce
Area de la esfera 4ma®

4B.2 Cémo reconocer el problema
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/2
5. J 3dt = 2.

0 2
Resultado: |- F.di= 37”

Ejercicio 3.5.4 - Trabajo contra la gravedad

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-2, problema 5.

Una ardilla que pesa 1.2 1b sube a un arbol cilindrico siguiendo la trayectoria helicoidal
x = cost,y = sent, z = 4t, con 0 < t < 87 y distancias en pies. ;Cuanto trabajo realiza?

Datos: w = 1.2 [Ib] = g [Ib]; 0 < t < 87; distancias en [ft].

Planteamiento. Para subir, la ardilla aplica una fuerza igual a su peso hacia arriba:
F=(0, 0, g). Es un campo constante, conservativo, con ¢ = 2

Resolucion.
1. Conla parametrizacién: 7’ = (—sent, cost, 4)y F-7’ = g 4= 2—54.
87[
2. W= J — dt -8 = %
3. Conla func1on potencial: Az =48r)—0=32ry W = g 321 = %. Las vueltas

alrededor del tronco no cuentan.
Resultado: W = 222 Ib-ft ~ 120.6 Ibt.

Ejercicio 3.5.5 - Independencia de la trayectoria

Adaptado de: 2° extraordinario 2024-2, problema 4.

Sea la integral de linea |- F-dF, donde F(x, y,2) = €¥1+3y2j + 2xe?* k y C es una curva
que une los puntos A(1,1,In3) y B(2,2,1n 3).

= a) Demuestre que la integral es independiente de la trayectoria.

= b) Obtenga una funcion potencial de F.
= ¢) Calcule el valor de la integral.
Resolucion.
1 a)Ry—Q, =0—0=0; —(R, — P,) = —(2** — 2¢**) = 0; O, — P, = 0 — 0 = 0. Como
Vx F =0 en todo R, la integral es independiente de la trayectoria.
2. b) ¢ = [ ¥ dx = xe¥* + g(y,2).
3. gy =8, =3y" =g =9 +h(2).
4. @, = 2xe%* + W' (z) = 2xe** = I’ = 0. Entonces ¢ = xe’* + y°.
2
5. ¢)e?In% = (&%) = 9. ¢(B)=2-9+8 =26y p(A) =9+ 1=10.

Resultado: [ F - d7 = 26 — 10 = 16.
Ejercicio 3.5.6 - Campo conservativo con senos y cosenos
Adaptado de: 1er final 2024-1, tipo A, problema 4.

Calcule el trabajo que efectuia el campo de fuerzas F(x V,2) = —(2y cos z)i—(4xy cos z) j+
(2xy? sen z) kal desplazar una particula del punto A (f 1, ) al punto B (\f 2, 3”) alo
largo de la recta que los une.
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Unidad 4 - Parte B - Integrales multiples: integrales de superficie,
integrales triples y teoremas de Stokes y Gauss

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno calculara integrales
multiples y las aplicara en la resolucién de problemas fisicos y geométricos,
asi como utilizaré los teoremas de Gauss y Stokes para calcular integrales de
superficie.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en 33 de los 35 examenes revisados, de 2016 a 2026, y en los
11 extraordinarios. El flujo sale en 9 de los 11 extraordinarios y el teorema de
Stokes, en 3. Suele ser el problema 6 (a veces también el 5) y vale de 15 a 20 puntos.
= Tiempo: de 4 a 5 horas para esta unidad. El flujo con el teorema de Gauss, solo, se
aprende en 2.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 4B.1 y el procedimiento 4B.3.5 (25 min).
2. Sigue el ejemplo 4B.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios de flujo 4B.5.7 a 4B.5.14 con crondémetro (15 min cada
uno).
4. Después, Stokes (4B.5.5 y 4B.5.6) y, si queda tiempo, las integrales de superficie
(4B.5.1 a 4B.5.3).

4B.1 Conceptos y expresiones

Superficies. Una superficie se da de dos maneras:

= Explicita: z = g(x, y) sobre una regién R del plano XY (su sombra).

» Paramétrica: #(u,v) = (x(u, v), y(u,v), z(u, v)) con (4, v) en una regién D.
Vector normal y elemento de superficie.

-

N =7,x7, ds = |, x%| dudv
Para z = g(x,y), con F(x,y) = (x, v, g):
N= (—&x> —&y> 1) (apunta hacia arriba),

dS=1+g2+g3dA

Superficies frecuentes.

Superficie Parametrizacion ds Normal unitaria
exterior

Esfera (asen¢cosb, a?senddgpdo n= 2

W +y?+2%2=  asengsend, acosd)

2

Cilindro (acos@, asenb, z) adfdz n = (cos0, senb, 0)

24P =a
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Resultado: W = 0 — (—2) = 2 unidades de trabajo.
Los puntos vienen en cartesianas y el campo en polares. Pasar ¢ a cartesianas

evita calcular 4ngulos en el tercer y cuarto cuadrantes.

Ejercicio 3.5.9 - Trabajo en coordenadas esféricas
Adaptado de: ler extraordinario 2025-2, problema 4.

Obtenga el trabajo que realiza el campo de fuerzas, definido en coordenadas esféricas por

o 0
F(p,0,¢) = psenf é, +  cos
sen ¢

ég +send é¢,

sobre una particula que se desplaza del punto A (1, % %) al punto B (3,71, %) dados
también en coordenadas esféricas.

Planteamiento. Factores de escala h, = 1, hy = psen¢, hy = p. Como la letra ¢ ya es un
angulo, la funcién potencial se llama aqui f.

Resolucion.

1. Fdf = ¢sen9dp+¢

cosf
sen ¢

psengdf+sendpdp = psenfdp+ppcosOdd+psenddp.

El sen ¢ se cancela.

2. f=[¢senOdp=ppsend + g(0, ).
3. fg = ppcosf + gg = ppcost = gy = 0; f = psent + g5 = psend = gy = 0.
Entonces f = p ¢ sen: la diferencial es exacta.

—3.Z. - 1.7 . genZi—Z
4. f(B)=3 > sent=0y f(A)=1 7 sen =7

Resultado: W =0 — % = —% unidades de trabajo.

3.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.3.

Ejercicio propuesto 3.6.1
Adaptado de: ler extraordinario 2018-1, tipo A, problema 4.
Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas F(x, y,z) = (cos y — y? senx — z%) i +

(—xseny + 2ycosx —2)j+ (1 - 2xz)lAc cuando una particula recorre una sola vez la
trayectoria cerrada x2/3 + yz/ 3 = 32/3 (hipocicloide de cuatro puntas).

Resultado: W = 0, porque V x F =0 en todo R? y la curva es cerrada.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 95.

Ejercicio propuesto 3.6.2

Adaptado de: 2° extraordinario 2018-1, tipo A, problema 4.

Sea el campo de fuerzas f(r, 0,2z) = (rz*sen®0)é, + (rz%senfcos ) éy + (r’zsen®)é,.
Calcule el trabajo que efectia en el movimiento de una particula del punto A (l, %, 2)

al punto B(2,0,—1) a lo largo de la recta que los une. El campo y los puntos estan en
coordenadas cilindricas circulares.
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Ejercicio propuesto 4A.6.7

Adaptado de: 1er final 2018-2, tipo C, problema 6.

Empleando el teorema de Green, calcule (J; (y —x)dx+(2x—y)dy, donde C es la frontera
C

de la region delimitada por y = x y y = x% — x.
Resultado: g (sentido positivo).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 98.

Ejercicio propuesto 4A.6.8

Adaptado de: Guia de estudio para presentar examen extraordinario de Calculo Vectorial, 1986, ejemplo V.a.3.

Calcule ﬂ (x2 + yz) dA, donde R es laregion limitadaporx+y =0, x+y=2,x—y =0
R

yx—y=2.Useu=x+y,v=x—y.

Resultado: g.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 98.

4A.7 Errores frecuentes

1. Olvidar el jacobiano: en polares dA = rdrdf. Sin lar, el ejemplo 4A.4 da %” en lugar
de 7.
2. Radio contra radio al cuadrado: x2 + y2 = 9 es una circunferencia de radio 3, no de
radio 9; x? + y? = 2 tiene radio V2.
3. Letras en los limites de afuera: la integral exterior lleva solo nimeros.
4. Jacobiano del cambio de variable: el que va en la integral es J (%), el reciproco
del que se calcula con u(x, y), v(x, y), y siempre en valor absoluto.
5. Orden de integracién: si una primitiva no existe (| e dx), cambia el orden y recalcula
los limites desde el dibujo.
. Cono de dos hojas: z2 = x? + y% es z = +r; la altura es 2r.
. Limites de 0 contra la regidn: si la region es solo y > 0,0 vade 0 a 7, no de 0 a 27.
. Green al revés: el integrando es Q, — P, en ese orden. P acompafia a dx y Q a dy.
. Sentido de la curva: Green da la integral en sentido antihorario; en sentido horario
se cambia el signo.

NeRie I BN

10. Integrales de vuelta completa: Jozn cos0dO = 0, pero f:/z cosfdb = 1.

4A.8 Formulario de emergencia de la unidad
» Area: A = [[,dA - volumen: V = [[p(z1ecno — Zpiso) dA.
= Polares: x? + y? = r2, dA = rdrdé.

; iable: dA = | 1( X2 RO wy
= Cambio de variable: dA = ’]( wy )‘ dudv, con ]( u’v) = 1/]<x’y>.
= Green: §o Pdx +Qdy = [[p(Qx — P,)dA, C antihoraria.
= Area con Green: A = % &C xdy—ydx.

2

ar

n+1 2 _
w [rdr= —:H_l fre®dr= ez_a - senlq = 1=cos 63520{
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— Resolucién en el Apéndice E, p. 96.

Ejercicio propuesto 3.6.8

Adaptado de: ler extraordinario 2024-2, problema 3 (repetido en el ler extraordinario 2025-1).

Determine si el campo vectorial

> R y . z ~

F(x,y,2) = (Inx + sec®(x + T+ (sec?(x +vy) + ) + k
(e, 3.2) = ( (x+) ( (x+y) 7))

es conservativo y solenoidal.

Resultado: es conservativo, con ¢ = xInx — x + tan(x + y) + % In(y? + z%), y no es

solenoidal: V- F = 31_5 + 4sec®(x + y) tan(x + y).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 96.

Ejercicio propuesto 3.6.9

Adaptado de: ler extraordinario 2018-2, problema 3.

1 tan29> R

Sea el campo }?(r, 0,z) = —% sec? ér-i-z—j sec?@tanféy+| = + é,,en coordenadas
r r r
cilindricas. Compruebe que es conservativo y calcule el trabajo que realiza al mover una
particula del punto A (1, %, l) al punto B(2,0, 2).
Resultado: ¢ = Z sec?0 yWw=-1
r

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 97.

3.7 Errores frecuentes

1. Signo de la componente ] del rotacional: lleva un menos delante, —(R, — P,), o
bien P, — R,. Escribe el determinante y el patron + — +.

2. |F’| en el lugar equivocado: vaen [~ fdsynovaen |- F-dF.

3. Limites de : se encuentran sustituyendo A y B en 7(t). Recorrer la curva de Ba A
cambia el signo del trabajo.

. ’
4. Derivadas de seno y coseno: (cosz)’ = —sen z; con un menos delante, (—cosz) =
. 3
+senz. [ senudu = — cosu. En el segundo cuadrante el coseno es negativo: cos T =
2

5. Orzden de la resta: W = ¢(final) — ¢(inicial), nunca al revés.

6. Términos repetidos en ¢: si 2xy ya sali6 al integrar P, no se vuelve a sumar al integrar
Q. Por eso se integra una sola vez y luego se deriva y se compara.

7. Factores de escala: en polares y cilindricas Fy se multiplica por r; en esféricas, Fy por
psengy Iy por p. Sin ellos la potencial no cuadra.

8. Curva cerrada con rotacional nulo: el trabajo es cero solo si el campo esta definido
en una region simplemente conexa que contenga la curva. Un campo como %

x

tiene rotacional nulo y circulacién 27 alrededor del origen. Y

9. «Recta» en cilindricas o polares: no significa que r, 6 y z varien linealmente. Con
funcién potencial no importa: solo se usan Ay B.
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Resolucion.
1. P =4+ ¢/, de donde P, =0.Q=seny+ 3x2, de donde Q, = 6x.
2. Regién:4<r<9,0<0< % Se toma C en sentido positivo.

/2 (9
. ” 6di:J J 6rcosf -rdrdo.
R 0 0 Ja

. Enr: J 6ridr = 2(9* — 4%) = 2(729 — 64) = 1330.
4

w

o~

/2
5. EnQ:J cosfdf = 1.
0

Resultado: 1330.

Ejercicio 4A.5.8 - Green sobre un triangulo
Adaptado de: 1er final 2017-2, tipo A, problema 5.

Mediante el teorema de Green, evalue 35 xy® dx + 2x?y dy, donde C es el tridngulo de
c

vértices A(0,0), B(2,2) y D(2,4), con orientacion positiva.
Resolucion.
1. P=xy’ = Py, =2xy;0 = 2x%y = Q, = 4xy. Entonces Q, — Py, = 2xy.
2. Region: los lados AB y AD estan sobre y = x y y = 2x; el lado BD sobre x = 2. Asi,
0<x<2,x<y<2x.
2 r2x 2 ox 2 2
3. J J 2xydydx = J x[yz]x dx = J x (4x% — x%)dx = J' 3x3 dx.
0 Jx 0 0 0
=3 =3.16=
4 =3 =2 16=12
Resultado: 12.

Ejercicio 4A.5.9 - Area de una elipse con Green
Adaptado de: 2° final 2016-1, tipo A, problema 5.
Por medio del teorema de Green, calcule el area de la regién limitada por la elipse 4x% +
9y% = 36.
Resolucion.
2 2
1. Forma canonica: % + yT = 1; semiejes 3y 2.
2. Parametrizacion antihoraria: x = 3cost, y = 2sent, 0 < t < 27. Entonces dx =

—3sentdtydy = 2costdt.
3. xdy—ydx = (Gcoszt+6senzt)dt=6dt.
2
4. Azlj 6dt =+ 127,
2 2

0
Resultado: A = 6 u?, que coincide con 7ab = 7 -3 - 2.

4A.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estin en el Apéndice E,
seccion E.4A.
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Unidad 4 - Parte A - Integrales multiples: integrales dobles, areas,
voliimenes, cambio de variable y teorema de Green

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno calculara integrales
multiples y las aplicara en la resolucion de problemas fisicos y geométricos,
asi como utilizara los teoremas de Gauss y Stokes para calcular integrales de
superficie.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en 19 de los 35 examenes revisados, de 2016 a 2026 (en 5 de
los 11 extraordinarios). Suele ser el problema 5 y vale de 15 a 20 puntos.
» Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 4A.1 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 4A.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 4A.5 con cronémetro (15 min cada uno). Empieza por
4A.5.3,4A.5.5 y 4A.5.7.

4A.1 Conceptos y expresiones

Integral doble. Sea f continua en una region acotada R del plano XY. Se divide R en
rectangulos pequerios de area AA y se suma f AA en cada uno; el limite de esas sumas es

la integral doble
[ senraa
R

Toda funcién continua en una region cerrada y acotada es integrable.

Interpretaciéon geométrica.

» Con f =1, la integral es el area de la region: A = [[dA.

= Si f >0, es el volumen del sélido que esta debajo de la superficie z = f(x, y) y arriba
de R.

= El volumen entre dos superficies, un techo z = z,(x, y) y un piso z = z;(x, y), sobre la
sombra R del sélido en el plano XY, es

V= JJ-R (2 — zl) dA

Integral reiterada. La integral doble se calcula como dos integrales sencillas, de adentro
hacia afuera.

b rgy(x)
= Regiéndetipol:a < x < b, g(x) < y < go(x). Entonces J] fdA = J J fdydx.
R aJgi(x)

d rhy(y)

= Regidn de tipo Il: ¢ < y < d, hy(y) < x < hy(y). Entonces H fdA = J J- fdxdy.
R ¢ Jh(y)

= Los limites de la integral interior pueden tener la otra variable; los de la exterior, solo

numeros.
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Green

Ejercicio 4A.5.2 - Volumen con cambio de orden de integraciéon

Adaptado de: ler final 2025-2, tipo A, problema 5.

Determine el volumen del sélido bajo la superficie z = y e y sobre la region R del primer
cuadrante acotada por x = yz, x=4yy=0.

Resolucion.
1. Laregién: 0 <y < 2,32 <x<4,0bien 0 < x < 4,0 < y < Jx.

2. Sise integra primero en x aparece | e* dx, que no tiene primitiva elemental. Se integra
primero en y.

4V 2 2 Vx X
3. V:J J ye* dydx.Eny,e* es constante:J' ydy = >
0 Jo 0
4
4.V :J ge"z dx.Conw=x% dw=2xdx:V = i[exz]g = i(el(’ - 1).
0

o1

Resultado: V = S u

Ejercicio 4A.5.3 - Integral sobre un anillo

Adaptado de: ler final 2024-1, tipo A, problema 5.

Calcule J:[ 4¢2t5) 4 A, donde R es la regi6n limitada por las circunferencias x? + y? = 4
R

y x4+ y2 =9.

Resolucion.

1. Anillo: 2 <r < 3,0 <6 < 2r. El integrando es 42" ydA =rdrdo.

21 3 5
2. J- J 4re?" dr do.
o J2

3

, 3
3. Enr: conw = 2r2, dw = 4rdr, asi que J 4r ezrzdr = [ezr2]2 =el8 8.
4. En 0: el resultado no depende de 6; se multiplica por 27.

Resultado: 27 (e18 — eg).

Ejercicio 4A.5.4 - Area de un pétalo

Adaptado de: 1er final 2025-1, tipo A, problema 5.

Utilice integrales dobles para calcular el area de la region delimitada por uno de los pétalos
de larosar = 2sen30.

Resolucién.

1. Un pétalo va entre dos ceros consecutivos de sen36: 0 < 0 < % con 0 < r < 2sen36.

/3 (2sen30 /3
2. A =J J- rdrdG:J- 2 sen?30d6.

o Jo 0

/3 /3

3. Consenzq:M:Azj (1—cosé€)d9=£—w =Z_o.
2 0 3 6 0 3

Resultado: A = % u?.
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Green
Area con el teorema de Green. Con P = —% yQ= % el integrando vale 1:
1
A== § xdy—ydx
2 Jc

Geometria que se usa.
Figura Area o volumen
Disco de radio a ra
Elipse de semiejes a, b mab
Triangulo % base x altura
Cilindro nr’h
Cono % nreh
Esfera 3 ar’
4A.2 Cémo reconocer el problema
Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento
«calcular el area de la region limitada por las area con integral 4A.3.1
curvas...», «mediante una integral doble» doble
«volumen del sdlido bajo la superficie z = ... y volumen con 4A.3.2
sobre la regién R» integral doble
«volumen de la regién limitada por las volumen entre 4A.3.2
superficies...» (cono, paraboloide, cilindro) techo y piso
x% + y? en el integrando o en las fronteras; polares 4A.3.3
circunferencias, anillos, sectores
«uno de los pétalos de la rosar = ...», curvas area en polares 4A3.3
dadas en polares
«Sugerencia: use u = ..., v = ...», fronteras rectas  cambio de variable 4A.3.4
inclinadas x + y = ¢
$o Pdx + Qdy sobre una curva cerrada plana,  teorema de Green  4A3.5
«mediante el teorema de Green»
«por medio del teorema de Green, calcular el area con Green 4A.3.6

area...»

4A.3 Procedimientos

4A.3.1 Area de una region con integral doble

1. Dibuja las curvas y sombrea la region.

2. Calcula los puntos de interseccion igualando las ecuaciones.

3. Elige el orden: si la region tiene un «techo» y un «piso» como funciones de x, integra
primero en y; si tiene «derecha» e «izquierda» como funciones de y, primero en x.
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Unidad 3 - Integrales de linea: trabajo, campo conservativo y funcioén potencial

La hélice esta en el enunciado para tentar a parametrizar. Con el rotacional
nulo, el trabajo solo depende de los extremos. El mismo valor se obtiene

integrando sobre la hélice det =0at = %

3.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 3.5.1 - Integral de un campo escalar sobre un segmento

Adaptado de: 1er extraordinario 2026-1, problema 3.

Calcule la integral de linea jc(x + y)ds, donde C es el segmento de recta que va del punto
A(0,0) al punto B(4, 3).

Resolucion.

1. At)=A+t(B—A)=(4t, 31),0<t < 1.

2. 7' =(4,3),de donde [F’| =16 + 9 = 5.

3. f(At)) = 4t + 3t =7t
1

1 2
4.J 7t~5dt:35[t—] =3
0 2|, 2

35
Resultado: [(x + y)ds = >

Ejercicio 3.5.2 - Integral de un campo escalar sobre una hélice

Adaptado de: 1er extraordinario 2024-1, problema 4.

Calcule [ f(x,y,2)ds, donde f(x,y,z) = x* + y* + 2% + 2xy y C es la hélice x = cost,
y = sent, z = t, recorrida en el intervalo [—27, 0].

Resolucion.

1. 7/ = (=sent, cost, 1), de donde |#’| = \/sen?t + cos?t + 1 = /2.

2. f(7(t)) = cos®t + sen’t +t? + 2sentcost = 1+t + sen 2t.

0 3 0
3. J fds:x/EJ (1+t2+sen2t)dt=\/§[t+ t——M] 4
C -2 3 2 —or
3
4. El término del coseno vale —% en los dos limites y se cancela. Queda v/2 <27r + 8%)
227 (3 + 4r?
Resultado: [ fds = M

Ejercicio 3.5.3 - Campo no conservativo sobre una elipse

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-1, problema 4.

Obtenga |- F-dF, donde F(x, y) = —yi+x]y C esla parte de la elipse x; +y% =1quese
encuentra en el primer cuadrante, desde el punto P(3,0) hasta el punto Q(0, 1).
Resolucion.

1. Qx — P, =1—(-1) = 2 # 0: el campo no es conservativo. Hay que parametrizar.

2. F(t) = (3cost, sent).En P:t =0;en Q: t = %

3. ?;’(t) = (-3 sent, cost)y E@F(t)) = (=sent, 3cost).

4. F-7’ =3sen’t +3cos’t = 3.

Unidad 4 - Parte B - Integrales multiples: integrales de superficie, integrales triples y teoremas de Stokes y Gauss

Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento

«area de la porcidn de la superficie z = ...
dentro del cilindro...»
I f dS, «integral de superficie»

area de superficie 4B.3.1

integral de superficie = 4B.3.2
de una funcién

flujo directo por una 4B.3.3
superficie abierta

integral triple 4B.3.4
teorema de Gauss 4B.3.5

«flujo a través de la superficie z = ...», sin
tapa, «orientada hacia...»

Il f 4V, «solido acotado por...»

«flujo neto», «superficie cerrada», esfera,
cilindro con tapas, cono y plano, caja

lo mismo, con una divergencia que no es Gauss con simetria o 4B.3.6

constante integrando
«;es mas el fluido que entra del que sale enel  signo de la 4B.3.7
punto A?» divergencia

xi+yj + zk

Jx2 +y2 + 22
«circulacion», «mediante el teorema de
Stokes», curva cerrada en el espacio

F= sobre una esfera campo radial unitario = 4B.3.8

teorema de Stokes 4B.3.9

4B.3 Procedimientos

4B.3.1 Area de una superficie
1. Sila superficie es z = g(x, y), calcula gy, gy y 1+ g2+ g)z,. Si es paramétrica, calcula

7, X I, y su norma.
2. Identifica la sombra R (el cilindro que la corta suele darla).

3. Escribe A = ﬂR [1+ g2+ gJZ, dA y pasa a polares si R es un disco.

—— (sl
4. La integral tipica es Jr 1+4r2dr = %

4B.3.2 Integral de superficie de una funcién

1. Parametriza la superficie con la tabla de 4B.1 y escribe dS.

2. Escribe los limites de los pardmetros con las restricciones del enunciado (primer octante:
0<0<7,0<9<7).

3. Sustituye la parametrizacion en f y multiplica por el factor de dS.

4. Integra; separa en producto de integrales cuando se pueda.

4B.3.3 Flujo directo por una superficie abierta

1. Escribe la superficie como z = g(x, y) y su normal hacia arriba N = (—g,, —gy,1). Si
piden la orientacién hacia la parte negativa del eje Z, usa —N.

2. Sustituye z = g(x,y) en F y calcula F-N.

3. Obtén la sombra R: si dice z > ¢, iguala g = c.

4. Flujo = [[p F-NdA, en polares si R es un disco.
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Unidad 3 - Integrales de linea: trabajo, campo conservativo y funcion potencial

Resolucion.

1. Q, = —4xy(—senz) = 4xysenzy R, = 4xy sen z: componente i nula.

2. P, = —2y2(—sen z) = 2y2 senzy R, = 2y2 sen z: componente j nula.

3. P, = —4ycosz 'y Q, = —4ycosz: componente k nula. El campo es conservativo y la

recta no importa.
4. 0= —2y? cos zdx = —2xy? cos z + g(y, z). Al derivar: ¢y = —4xycosz+ g, =Q =
& =0 y¢0,= 2xy2 senz + g, = R= g, = 0. Entonces ¢ = —2xy2 cos z.

5. p(B) = —2y/2 - 4 cos %’T = —8@(—%) =8.

6. QD(A):*ZNE'l'COS%ZfZﬁ'ngz.

Resultado: W = 8 — (—2) = 10 unidades de trabajo.

Ejercicio 3.5.7 - Constantes para un campo solenoidal y conservativo
Adaptado de: ler extraordinario 2026-1, problema 4.
Determine el valor de las constantes a, by ¢ de forma que el campo F(x,y,2) = (x—by)i+
(y + ax)j + (bz — cy) k sea solenoidal y conservativo a la vez. Con los valores obtenidos,
encuentre la funcién potencial de F.
Resolucion.
1. Derivadas: P, = —b, P, =0; 0y =a,Q, =0; R, = 0, R, = —c.
2. Rotacional: (— c—0, —(0—0), a— (—b)) = (—c¢, 0, a+b). Conservativo: ¢ = 0y a = —b.
3. Divergencia: 1+ 1+b=0= b= -2,y entonces a = 2.
4. F=(x+2y)i+(@2x+y)j—2zk.
2 2
5.0 = [(x +2y)dx = % +2xy+g(y.2);0, = 2x+g, =2x+y =g = y7 + h(z);
0, =W (2) = -2z = h=—-2°
2 2
Resultado:a=2,b=-2,c=0y¢ = % + 2xy + y? — 22, El término 2xy aparece una
sola vez.

Ejercicio 3.5.8 - Trabajo en coordenadas polares

Adaptado de: ler extraordinario 2024-2, problema 4 (repetido en el ler extraordinario 2025-1).

Sea el campo vectorial F (r,0) = (rcos20)é,. — (rsen 20)é. Calcule el trabajo realizado

sobre una particula a lo largo de la curva x% + 2y + y? = 0, del punto A(0, —2) al punto

B(1,-1).

Planteamiento. En polares F-di = F.dr + Fyrdf = rcos 20 dr — r? sen 20 d6. Se busca ¢

con ¢, = rcos 20y g = —r? sen 2.

Resolucion.

1. ¢ =[rcos20dr = %rz cos 260 + g(0).

2. gp = —r?sen20 + g’(0) = —r?sen20 = g’ = 0. Entonces ¢ = %rz cos 20 = %(x2 -9,
porque r? cos 20 = r?(cos? @ — sen®6) = x* — y2.

3. El campo es conservativo y la curva (la circunferencia x* + (y + 1)* = 1) ya no importa.

4. ¢(B)=3(1-1) =0y p(A) = 2(0—4) = -2.
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Superficie Parametrizacion ds Normal unitaria
exterior

Grafica (x, v, g(x,y) 1+ g2+ gidA i%

z=g(x,y) ITEEEy

Planoz =¢ (x, y, ¢ dA +k

En la esfera, 0 < ¢ < 7 (desde el polo norte) y 0 < 6 < 27.

Area de una superficie e integral de superficie.

A(S) = ﬂs ds = HD 7y x 7| dudv, HS fds= ﬂD f(FE@ ) [F x 7| dudv

Flujo. El flujo de un campo F a través de una superficie orientada es

[J Feids= || Fww)- Gxi) duay

= Mide cuanto campo atraviesa la superficie. Si se invierte la normal, el flujo cambia de
signo.

= En una superficie cerrada se usa la normal exterior: un flujo positivo significa que
sale mas campo del que entra.

= En la forma de la derecha no se divide entre |I:)] |: la norma se cancela con la de dS.

Integral triple. Para f continua en un sélido V, [[[;, f dV es el limite de las sumas de

fAV.Con f =1 da el volumen. Se calcula con integrales reiteradas: z de piso a techo,

luego la sombra en el plano XY.

Coordenadas  Cambio dv
Cilindricas x=rcosl,y=rsenl,z=1z rdrdfdz
Esféricas x = psengcosf, y = psen¢dsend, p?sen¢dpdgdd

z=pcos¢

El factor de dV es el jacobiano de la transformacién (|J| = r en cilindricas, p? sen ¢ en
esféricas).
Divergencia. Para F=Pi+ Qj+R k:

> 9
V.F:a_P+_Q+%
dx Jdy 0z

SiF= F. é. + Fyéy + F, €, esta en cilindricas:

> d(rF dFy OF
V-F= 1M+1_9+_Z
r or r 00 0z

» V-F>0enun punto: es una fuente, sale mas fluido del que entra.
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Unidad 3 - Integrales de linea: trabajo, campo conservativo y funcion potencial Green

Resultado: ¢ = %rzz2 sendy W = —1. = Disco za? - elipse zab - cilindro 7zr?h - cono %nrzh.
— Resolucién en el Apéndice E, p. 95.
4A.9 Procedimiento recomendado en el examen

Ejercicio propuesto 3.6.3 1. Dibuja la region (o la sombra del s6lido) con sus intersecciones.

Adaptado de: 3er extraordinario 2024-1, problema 4 (repetido en el 2° final 2024-1, tipo A). 2. Decide coordenadas: cartesianas si las fronteras son rectas y parabolas; polares si hay
x2 + yz; u, v si el enunciado las sugiere.
. Escribe el elemento de area con su jacobiano antes de poner limites.

Obtenga el trabajo que efectiia el campo de fuerzas F(r,0) = 0, — & en el movimiento 3
4. Escribe los limites: los de adentro pueden tener letras; los de afuera, solo nimeros.
5
6

de una particula desde el punto A(2,0) hasta el punto B (2, %) a lo largo del arco de

circunferencia que los une. El campo y los puntos estan en coordenadas polares. z .
. Para Green: P, Q, Q, — Py, la region y el sentido, en ese orden.

Resultado: W = — (el campo no es conservativo). . Integra de adentro hacia afuera, un renglén por integral, y recuadra el resultado exacto.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 95. Sino se encuentra el camino, escribe el dibujo, el elemento de 4rea, los limites y la integral

Ejercicio propuesto 3.6.4 planteada completa. El planteamiento correcto también cuenta.

Adaptado de: 1er final 2024-2, problema 4.
Sea F(x, y,2) = x2i+y?j+ 22 k. Determine Je F-dfalo largo de la trayectoria C: x = y?,
z = 0, del punto 0(0, 0, 0) al punto P(2, J2,0).

Resultado: ¢ = %(x3 Y3420y [ FdF = 8 +32\E.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 95.

Ejercicio propuesto 3.6.5
Adaptado de: 2° final 2024-2, tipo A, problema 4.
Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x, y,2) = (=3 —2y+2zH) i+ (-2x -

3xy? +2)j+ (y + 8x23 + 6) k en el movimiento de una particula a lo largo del segmento
de recta que une al punto A(—1,2, 1) con el punto B(1,0, 1).

Resultado: ¢ = —xy° — 2xy + 2xz* + yz + 62y W = —10.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 96.

Ejercicio propuesto 3.6.6
Adaptado de: 2° final 2025-1, tipo A, problema 4.
Sea el campo de fuerzas F(r,0) = 4r> sen 0 é, +r® cos § é. Determine el trabajo que realiza

al desplazar una particula desde el punto A(0, 0) hasta el punto B ( 1, %) alo largo de la
recta que los une. El campo y los puntos estan en coordenadas polares.

Resultado: ¢ = r*senfy W = 1.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 96.

Ejercicio propuesto 3.6.7
Adaptado de: 2° final 2025-2, tipo A, problema 4.
Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x, y) = yi— xj cuando una

particula se desplaza sobre la trayectoria triangular con vértices en A(0,0), B(1,0) y
C(0, 1), recorrida en sentido antihorario.

Resultado: W = —1.

54 67



Unidad 3 - Integrales de linea: trabajo, campo conservativo y funcién potencial

10. Constantes: a +b = 0 da a = —b; no se divide entre una constante que podria ser cero.

3.8 Formulario de emergencia de la unidad

o o fds= [ fGO)FOldt - [ F-dF = [P FF®) -7/ (t)dt = o Pdx + Qdy + Rdz.

= Segmento” = A+ t(B— A),t € [0,1] - circunferencia (xy + Rcost, y, + Rsent) - elipse
(a cost, bsent). .

« VxF=(R,~Q, (Re—P,), O, —P))-V-F=P, +Q, +R,.

= Conservativo: Vx F = 0 = F = Vo = W = ¢(B) — ¢p(A); curva cerrada = W = 0.
Solenoidal: V - F = 0.

= Potencial: ¢ = [ Pdx + g(y,z) — derivar e igualar a Q — derivar e igualar a R —
comprobar.

« F.df = hiFydq; + hyF, dqy + h3F3 dgs - polares y cilindricas h = (1,r,1) - esféricas
h=(1,psend,p).

= Gravedad: W = wAz.

2 2
» (senu) =cosu-u’-(cosu) =—senu-u’ - Jonsenztdt = foncosztdt =g-etn3 =9

4 4 4 T 2r 3

0 O 5§ 33 3 3 T 7
1 V2 43 NP

senfl 0 %r \ZF > 1 5 ZI 0
3 2 1 1 2

cosf 1 7 7 = 0 _E —7 —1

3.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Escribe arriba qué se pide: fC fds (escalar) o IC F-dr (trabajo).

2. Para un trabajo, escribe P, Q y R, la tabla de seis derivadas y el rotacional con el patréon
+ - +.

3. SiVx F = 0, escribe «el campo es conservativo y la integral es independiente de la
trayectoria».

4. Obtén ¢ y compruébala derivando.

5. Calcula ¢(B) — ¢(A) con la tabla de senos y cosenos. Deja el resultado exacto y recua-
drado, con unidades si las hay.

6. Si el rotacional no es nulo, parametriza: 7(t), limites, 7’ (¢), F (F(t)) y el producto punto.

Si no se encuentra el camino, escribe el campo (P, Q, R), el determinante del rotacional

con las seis derivadas, la frase «si VxF = 0, entonces W = @(B)— p(A)» y el arranque ¢ =

[ Pdx + g(y,2); o bien #(t), 7/ (t) y la integral planteada con sus limites. El planteamiento
correcto también cuenta.
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Ejercicio propuesto 4A.6.1
Adaptado de: 2° final 2025-1, tipo A, problema 5.

Obtenga I = JJ cos(% (x2 + y2)> dx dy, donde R es la region del primer cuadrante entre
R

las circunferencias con centro en el origen y radios 1y 2.

Resultado: I = —%.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 97.

Ejercicio propuesto 4A.6.2
Adaptado de: 1er final 2016-1, tipo C, problema 5.

Calcule el area de la region del plano XY limitada por las graficas de xy =7y x + y = 8.
Resultado: A =24 —7In7 v’

— Resolucién en el Apéndice E, p. 97.

Ejercicio propuesto 4A.6.3

Adaptado de: 1er final 2017-1, tipo C, problema 5.

Por medio de una integral doble, calcule el area de la region limitada por x? + y2 =9y
x +y = 3 (el segmento circular mas pequerio).

Resultado: A = % - ; = z(n —2)ud

— Resolucién en el Apéndice E, p. 97.

Ejercicio propuesto 4A.6.4

Adaptado de: 2° extraordinario 2018-1, tipo A, problema 5.

Calcule el area de la region que es interior a las curvas polaresr = e y r = 2esen6.
Resultado: A = ¢? (2?” - g) u’.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 97.

Ejercicio propuesto 4A.6.5
Adaptado de: 1er final 2018-2, tipo C, problema 5.

Calcule el volumen limitado por las superficies z =0, y + z = 16 y x> + y* = 4.
Resultado: V = 647 u’.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 98.

Ejercicio propuesto 4A.6.6

Adaptado de: 1er final 2018-2, tipo A, problema 5.

Calcule ﬂg xy dx + (x+y)dy, donde C es la frontera de la regién situada entre x? +y% = 9
C

yx2+y2: 16, cony > 0.
Resultado: 77” (sentido positivo).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 98.
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Green

= Siunaregion es de los dos tipos, el resultado no depende del orden. Cuando una integral
2 3u
interior no tiene primitiva elemental (j eXdx, f %du), se cambia el orden.

Coordenadas polares. Con x = rcosf, y = rsen®:
w2+t =12 dA =rdrdo

El factor r es el jacobiano de la transformacion. Un disco, un anillo o un sector circular
son «rectangulos» enry 6:

Region Limites

disco x% + y? < a? 0<r<a0<6<2n

anillo a® < x2 + y? < b? a<r<bo0<f6<2n

primer cuadrante 0<6< %

semiplano y > 0 0<0<r

curva polar r = g(0) 0 <r < g(8), 0 entre dos raices de g

Cambio de variable. Si x = x(u,v), y = y(u, v) transforma una regién R’ del plano UV
en la region R del plano XY:

[ semaa= | seenswm|i(22)

= En la integral va el valor absoluto del jacobiano: un 4rea nunca es negativa.
= Si el enunciado da u(x, y) y v(x, y), es mas rapido calcular el jacobiano inverso y usar

Xy Xy

Yu W

dudv, ]<ﬂ> =

u,v

el reciproco: ](ﬂ) = .
wv uyv
Ny
= Las fronteras de R dicen los limites: si R esta limitadaporx—y =0, x—y =2, x+y = 0,
x+y=3,conu=x—yyv = x+ylaregion nueva es el rectangulo 0 < u < 2,
0<v<3.
Teorema de Green. Sea C una curva cerrada simple, recorrida en sentido positivo
(antihorario: la region queda a la izquierda), que limita una regién R. Si P y Q tienen
derivadas parciales continuas en R:

grocson= ) (5-5)

= Cambia una integral de linea dificil por una doble sencilla. Conviene cuando P o Q
tienen términos sin primitiva (e‘/}, sen y) que desaparecen al derivar: eV no depende
de y, asi que no aparece en P,

= Sila curva se recorre en sentido horario, el resultado cambia de signo.

= Si la region tiene un hueco (un anillo), la frontera son las dos curvas: la exterior en
sentido antihorario y la interior en sentido horario. Green se aplica igual sobre toda la
region.

58

Unidad 4 - Parte A - Integrales multiples: integrales dobles, areas, volimenes, cambio de variable y teorema de

Green

Ejercicio 4A.5.5 - Volumen entre un cono y un cilindro

Adaptado de: 2° extraordinario 2024-2, problema 6.

Calcule el volumen de la region limitada por las superficies z

2=)62~l—y2yx2+y2:1.

Resolucion.
1. 22 = r? = z = +r: el cono tiene dos hojas, una arriba y otra abajo del plano XY. El
cilindro da la sombra 0 <r < 1.
2. Techo z = r, piso z = —r; altura r — (—r) = 2r.
2 1 21 2
3. V:J J 2r~rdrd9=J =de.
0o Jo 0o 3

Resultado: V = 4?” u’.

Si solo se toma la hoja superior (0 < z < r) resulta 2 ] enunciado no la
restringe, asi que la region incluye las dos hojas. Conviene escribirlo en la
respuesta.

Ejercicio 4A.5.6 - Cambio de variable

Adaptado de: 1er extraordinario 2024-2, problema 5 (repetido en el ler extraordinario 2025-1).

Calcule ﬂ (x+y) eV dA sobre la region D limitadaporx—y =0,x—y=2,x+y =0
D

y x +y = 3.Sugerencia:useu = x—y,v=x+y.

Resolucion.

1. Limites: 0 <u<2,0<v<3.

2. ](g—;) = ’1 _11‘ =1+4+1=2,asique ](%) = % ydA = %dudv.
1

3. Comprobacién: x = %, y= % dan| 2 f|= i-}-i = %

4. Integrando: x +y = vy x? — % = (x — yi(x -'f y) = uv.

6.

1

3.2 2
. u=2
.= J J ve*¥ dudv. Primero en u (v constante): J vedu = [e“"]uzo =e?V — 1.
0

2 Jo Jo

3 2 3 6
Env:lj (ezv—l)dv:l e = (e _5_ 1)
2 ) 22 7], 2\2 2

6_
Resultado: %.

3u
Si se integra primero en v aparece | — du, que no tiene primitiva elemental.
El orden si importa para poder calcular.

Ejercicio 4A.5.7 - Green entre dos cuartos de circunferencia

Adaptado de: 1er extraordinario 2018-1, tipo A, problema 5.

Utilice el teorema de Green para calcular Eﬁ (4 + e\/;) dx + (seny + 3x2) dy, donde C es
C

la frontera de la region entre dos cuartos de circunferencia del primer cuadrante, de radios
4y9.

63



Unidad 4 - Parte A - Integrales multiples: integrales dobles, areas, volimenes, cambio de variable y teorema de
Green

b rtecho b

4. Escribe A = J J dydx = J (techo — piso) dx.
a Jpiso a

5. Integra y comprueba que el resultado sea positivo.

4A.3.2 Volumen con integral doble

1. Identifica el techo zy(x, y) y el piso z;(x, y). Si dice «arriba del plano XY », el piso es
z=0.

2. Obténla sombra R del sélido en el plano XY: casi siempre la da un cilindro (x?+3? = 1)
o la interseccion del techo con el piso.

3. Escribe V = [[p(z; — z) dA.

4. Sila sombra es un disco o un anillo, pasa a polares (4A.3.3).

5. Sila integral interior no sale, cambia el orden de integracién y recalcula los limites
con el dibujo.

4A.3.3 Integral doble en polares

1. Traduce: x% + y2 =7 Jx2 + y2 =r,x=rcosf, y =rsenf.

2. Escribe dA = rdrd0. Lar del jacobiano no se olvida.

3. Limites de r: el radio es la raiz del nimero de la circunferencia (x? + y? = 9 = r = 3).

4. Limites de 0 con el dibujo: vuelta completa 0 a 27; primer cuadrante 0 a %; semiplano
y2>0,0am.

5. Integra primero en r y después en 6. Si ya no queda 6, multiplica por la longitud del
intervalo de 0.

6. Para una rosa r = asennf, un pétalo va entre dos ceros consecutivos de sennf: 0 <
<z,

n

4A.3.4 Cambio de variable
1. Leelas fronteras y escribe los limites de u y de v: la region nueva suele ser un rectangulo.
U u
. Calcula ](ﬂ) =* Y
xy woow
J ( % ) directamente.

. Escribe dA = ‘](%)‘ dudv.

. Reescribe el integrando en u y v. Busca factorizaciones: x° — y% = (x — y)(x + y) = uv.
. Elige el orden que haga sencilla la primera integral.

Do

y toma el reciproco, o despeja x(u,v), y(u,v) y calcula

w

(SN

4A.3.5 Teorema de Green

1. Identifica P (lo que multiplica a dx) y Q (lo que multiplica a dy).

Calcula Qx — P),. En O, la y se trata como constante; en Py, la x.

Describe la region R que encierra C, con un dibujo.

Revisa el sentido de C: si es antihorario, la integral de linea es ﬂR(Qx —P))dA;sies
horario, cambia el signo. Si el enunciado no lo dice, se usa el sentido positivo y se
escribe asi.

oW

5. Calcula la integral doble, en polares si la region es circular.
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4A.3.6 Area con el teorema de Green
2 2
1. Parametriza la frontera en sentido antihorario: elipse %+% =1,x =acost,y = bsent,
0<t<2m.

2. Calcula xdy — y dx en términos de .

_1 _
3. A—Eﬁﬁcxdy ydx.

4A.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: ler extraordinario 2025-2, problema 5.
Calcule el volumen de la regién que esta debajo de la superficie z = 2x? + 2y?, arriba
del plano XY y en el interior del cilindro x? + y? = 1.
Datos: techo z = 2x2 + 2y2; piso z = 0; sombra: disco x% + y2 <1[u].
Planteamiento.
= El volumen es V = [[p(Zecho — Zpiso) dA = [[z(2x* + 2y*)dA, con R el disco de
radio 1.
= En polares: 2x% + 2y2 =2r2 dA=rdrdd,0<r<1,0<0<2r.
Resolucion.
2r 1 2r 1
1. V= J J 2r? rdrdf = J J 2r3 dr db.
0 Jo o Jo
41
2. Enr:J. 2r3dr:2-r—‘ =
0 410
2 1 1
3. En6: ~df == 2n=m.
2 2
Resultado: V = 7 u.

El cilindro de radio 1 y altura 2 (la altura del paraboloide en el borde) tiene
volumen 27. El s6lido debajo del paraboloide ocupa exactamente la mitad.

4A.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4A.5.1 - Area entre dos parabolas

Adaptado de: 2° final 2025-2, tipo A, problema 5.

Mediante una integral doble, calcule el area de la regién limitada por las parabolas y? = ax
yx2 =ay,cona > 0.

Resolucién.
. 2 x? 2 x* 3 3 ,
1. Intersecciones: de x* = ay, y = = En y* = ax: 7 =ax = x(x> —a’) = 0, asi que

x=0o0x=a. ,
2. Entre 0y a, el techo es y = Jax y el piso, y = %(enx:

a Jax a 2
3. A:J J dydx:J' (ﬁxl/z——>dx.
a

0 Jx?/a 0

4. :\/E-ga?}/z— :gaz—%az.

a
3a 3
2

Resultado: A = a? u?.
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