Unidad 2 - Parte A - Funciones vectoriales: curvas, triedro mévil, curvatura, torsién y normal a una superficie

Planteamiento. Se buscan t, las tres derivadas evaluadas y el producto cruz 7’ x7#”

con eso se arman todas las formulas de 2A.1.

Resolucion.

1. z =4t = 41 = t; = 1. Comprobacion: 3cost = -3y 3senrx = 0.

2. Derivadas: 7/ = (—3sent, 3cost, 4), 7” = (—3cost, —3sent, 0) y ¥ =
(3sent, —3cost, 0).

3. Ent=m7’ =(0,-3,4),7” =(3,0,0) y ¥ =(0,3,0).

4. Rapidez: [F’| = J9sen?t +9cos?t + 16 = 5 para todo t.

5. a)s—J 5du-5t=>t—— dedonder(s)-(ScosE 3sen§ 435)

6. Producto cruz (0,-3,4) x (3 0,0):
i: (=3)(0) — (4)(0) = 0;
J: —[(0)(0) — (H)(3)] = 12;
L 0)(0) (—3)(3) = 9. Queda 7’ x7” =(0,12,9), con norma 144 + 81 = 15.
T= E(0, —3,4) = (0,—g g)yB— —(0 12,9) = (o, g %
8. N=BxT= (‘—1 A3 (——) 0, O) = (1,0,0): apunta hacia el eje z, como debe

5 5 5
ser en una hélice.
153 (0,12,9)-(0,3,0) 36 4
9 k===—yr=-—"TI—"" L= — = —,
5 25 152 225 25
0,—-3,4)-(3,0,0 ., o
10. ar = 054600 =0yay = L 3; comprobacién: x[v|? = % -25=3.

5
11. Planos en (-3, 0,47): osculador 12y + 9(z — 47r) = 0, 0 sea 4y + 3z = 127; normal
-3y +4(z — 4) = 0, 0 sea 3y — 4z = —167; rectificante x = —3.
2 7(q) = s S &Y. o (0 34 K= B=1(0 2 3).
Resultado: r(s) (Bios . 3seng, < ), T = (O, = 5), N =(1,0,0),B= (0, = 5),

ademas k = 25 yT= 5

En una hélice la rapidez es constante, asi que ar = 0: toda la aceleracién es
normal y apunta al eje. Por eso N es horizontal y dirigido hacia el eje z.

2A.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2A.5.1 - Aceleracion tangencial y normal

Adaptado de: 1er extraordinario 2018-1, tipo A, problema 2.

Una particula viaja a lo largo de la trayectoria 7(t) = (t — 1)i + (t — 1)j + %(t - 1)31}
Determine, en el instante ¢t = 1:

= a) los vectores aceleracion tangencial y aceleracion normal;
= b) la curvatura.

Resolucion.

L7 =(1,2(t—1), 2t — 1)*) = v =(1,0,0), || = 1.
CF”=(0, 2,4 - 1)) = @ =(0,2,0).
.a)V-d=0=ar=0,asiquedr = 0ydy =d—ar = (0,2,0).

2
3
4. vxd=(1,0,0)x(0,2,0) = (0,0,2), con norma 2.
5

K= — =2
) 1

=5
wl\)
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Unidad 2 - Parte A - Funciones vectoriales: curvas, triedro mévil, curvatura, torsién y normal a una superficie

Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento
«en términos de la longitud de arco», «ha longitud de arco 2A35
recorrido 40 unidades»

la curva estd dada como interseccion (x = z, parametrizar 2A.3.1
ry?=4) primero

«demostrar que la curva es tangente a la curva y superficie ~ 2A.3.6
superficie», «angulo entre Sy C»

«plano tangente y recta normal» a 13(3, f)oa normal a una 2A3.6

F=0 superficie

«recta tangente a la curva de interseccién de KII x K]Z 2A3.6

dos superficies»

2A.3 Procedimientos

2A.3.1 Punto, parametro y derivadas

1. Sila curva viene como interseccion de dos superficies, parametrizala. Por ejemplo,
x?+y? =4y x=zdan (1) = (2cost, 2sent, 2cost).

2. Encuentra ty: iguala la componente mas sencilla de F(¢) a la coordenada del punto y
comprueba las otras dos.

3. Deriva en general, con i: 7'(t), 7 ”(t) y, solo si piden torsion, 7" (¢).

4. Después evalta en ty. Desde aqui se trabaja con niimeros.

2A.3.2 Triedro, curvatura y torsion

1. Rapidez: [F']| = \x’2 + y’2 + 2’2,

2. Producto cruz 7’/ x7” (2A.3.7) y su norma.

|;’I X?”'
3. k= W, con el denominador al cubo.
r
=z =z zn
P -~ r’'xr
4. T= ﬁ yB = ?’X—?”|

5. N = BxT, en ese orden. Comprueba que [N|=1y N -T = 0.
(?/ X ?//) . ;’///

- |;.’/ x ;’//'2

numerador.

6. T , con el denominador al cuadrado y sin valor absoluto en el

2A.3.3 Aceleracion tangencial y normal
Lv="r"(tg),a=r"(t)y [V

2. ar = % (es solo un producto punto).
v
3. ETZ(ZTT:Z gi
]2

Vxa . .
=— vyan-v=0.
]

4. dy = a — ar. Comprueba: |ay| =
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Presentacion y como usar este cuaderno

Presentacion y como usar este cuaderno

Este cuaderno esta pensado para quien tiene que aprobar Calculo Vectorial en poco
tiempo: en un examen extraordinario, en un final o tras varias semanas sin estudiar la
materia.

Sigue el orden de los temas del programa de la asignatura:

1. Extremos de funciones de dos o mas variables.

2. Funciones vectoriales. Por su tamaiio se divide en dos partes: A (curvas y triedro mévil)
y B (coordenadas curvilineas y operadores).

3. Integrales de linea.

4. Integrales multiples. También en dos partes: A (integrales dobles y teorema de Green)
y B (integrales de superficie, integrales triples y teoremas de Stokes y Gauss).

Cada unidad se ensefa igual que en clase: objetivo, conceptos, ejemplo resuelto y ejercicios.
La diferencia es que todo esta recortado a lo que se pregunta en los examenes.

Objetivo de la asignatura (programa). El alumno conocera los criterios para optimizar
funciones de dos o mas variables, analizara funciones vectoriales y calculara integrales de
linea e integrales multiples para resolver problemas fisicos y geométricos.

De donde salen los ejercicios.

= Se resolvieron y verificaron los problemas de 11 examenes extraordinarios (2018-1
a 2026-1) y de 24 exdmenes finales (2016-1 a 2025-2).

= Algunos ejercicios propuestos provienen de la Guia de estudio para presentar examen
extraordinario de Calculo Vectorial (1986); la referencia completa esta en el Apéndice D.

= Cada ejercicio indica el examen del que se adapto.

= Las resoluciones son propias. Cuando el valor obtenido no coincide con el de una
resolucién publicada, la diferencia se anota en el Apéndice C (Fe de erratas).

Como usar este cuaderno

Cada unidad tiene la misma estructura:

1. Un recuadro de Instrucciones de emergencia: cuanto sale en el examen, cuanto
tiempo dedicarle y la ruta corta.

. Conceptos y expresiones, en tono de libro.

Coémo reconocer el problema: una tabla que lleva del enunciado al procedimiento.

. Procedimientos, paso a paso.

. Ejemplo resuelto.

. Ejercicios de examen resueltos.

. Ejercicios propuestos, solo con el resultado. Las resoluciones completas estan en el
Apéndice E.

8. Errores frecuentes, formulario de la unidad y procedimiento recomendado en

el examen.

N oG W

Ruta de 5 semanas (unas 12 horas por semana).

= Cada dia: 2 bloques de 90 minutos, de dos unidades distintas, y 30 minutos de cierre.
En el cierre se anotan los errores del dia y se elige el primer ejercicio del dia siguiente.



Unidad 2 - Parte A - Funciones vectoriales: curvas, triedro mévil, curvatura, torsion y normal a una superﬁcie

Longitud de arco. La longitud recorrida desde t, es
t

s = | () du
fo

Si se despeja t(s) y se sustituye en 7, la curva queda parametrizada por longitud de

—

d - . -
=g y el vector tangente unitario es simplemente T = —.
s s
Triedro moévil. En cada punto de la curva hay tres vectores unitarios, perpendiculares

entre si:

arco. Con ese parametro,

Vector Expresion Significado
N ’
Tangente T 7 hacia doénde va la curva
F
. N 7/ xF .
Binormal B _— perpendicular al plano en el que la curva se
|r ’ Xr //|
dobla
Normal BxT hacia doénde se dobla la curva

principal N

Curvatura y torsion.

|r><r”| 1
7

(r X7 //) 2
[F7 x#”|?

= La curvatura k > 0 mide cuanto se dobla la curva. Una recta tiene k = 0.

= peselradio de curvatura. La circunferencia de curvatura (circulo osculador) tiene

radio p y centro C = 7(ty) + p N, y esté en el plano osculador.

= La torsién 7 mide cuanto se sale la curva de su plano. Lleva signo: puede ser negativa.

Una curva plana tiene 7 = 0.

Formulas de Frenet-Serret (derivadas respecto a la longitud de arco):

ar _ ¢ dN L dB .
ds N E——KT'FTB, E——TN

Planos del triedro en el punto P(x, o, Z9): n1(x — xp) + na(y — y) + n3(z — z5) = 0, con

Plano Vector normal 71 Contiene a
Osculador ~ Bo7’ x7” TyN
Normal To?’ NyB
Rectificante N TyB

Componentes tangencial y normal de la aceleracion. La aceleracion se descompone
en el plano osculador como @ = ar T + ay N, con

-d |V x d
ar = -5 aN = —5— =
vl v

<l

e [vf?
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Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Instrucciones de emergencia

= Tiempo: 20 minutos. Léela completa antes de cualquier otra unidad.
= Para qué: decidir donde invertir el tiempo. No todos los temas valen lo mismo.

0.1 Cémo es el examen

Segun los extraordinarios de 2018 a 2026 y los finales de 2016 a 2025:

= Duracién: 2 horas.

= Problemas: 6 (algunos examenes traen 5), de 15 a 20 puntos cada uno, 100 en total.

= Material: ninguno. Las instrucciones dicen: «No se permite el uso de dispositivo
electrénico alguno ni formulario». Sin calculadora, los resultados se dejan exactos:

15/ 7, , 727r. No hace falta sacar decimales.
= Orden ca51 ﬁJO. el problema 1 es de extremos; el 2 y el 3, de curvas y de coordenadas
curvilineas; el 4, de integrales de linea; el 5 y el 6, de integrales multiples, flujo o Stokes.
= Resoluciones publicadas: escriben los vectores con i, j,lAc o como ternas (a, b, c), plan-
tean la formula general antes de sustituir y recuadran el resultado. Conviene escribir
igual.

0.2 Qué tan seguido sale cada tema

Frecuencia en 35 examenes distintos: 11 extraordinarios (2018-1 a 2026-1) y 24 finales
(2016-1 a 2025-2). Los examenes repetidos se cuentan una sola vez.

Unidad Tema Extraordina-  Finales  Total
rios

1 Extremos: Hessiano, Lagrange, 11de 11 24de24 35de35
problemas aplicados

3 Integrales de linea: trabajo, IC fds, 11de11 24de24 35de35
campo conservativo y funcion
potencial

2,Parte B Coordenadas curvilineas (h, é, 11 de 11 22de24 33de35
jacobiano) y operadores
(gradiente, divergencia,
rotacional)

4,Parte B Flujo y teorema de Gauss, teorema 11 de 11 22de24 33de35
de Stokes, integrales de superficie  (flujo en 9,
y triples Stokes en 3)

2,Parte A Curvas: T, N, B, curvatura, 9de 11 23de24 32de35

torsion, ar y ay, tangencia



Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables: Hessiano, Lagrange y problemas aplicados

S
Sino se encuentra el camino, escribe la funcidn objetivo y la restriccion, el sistema Vf = 0

(o Vf = AVg) y el criterio de clasificacion. El planteamiento correcto también cuenta.

Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

2. Empieza por el problema que reconozcas mejor, normalmente el de extremos o el de
coordenadas curvilineas.

3. Escribe la formula general antes de sustituir: D = f, f,, —fﬁy, K= ‘r";ﬁ;', ¢ F-hdS =
[fv- Fav.

4. Cada inciso se califica por separado. Plantea y sustituye aunque el inciso anterior no
haya salido.

5. Deja los resultados exactos y recuadrados.
6. Reserva 10 minutos al final para revisar signos, (—n)? y raices.

0.5 Formulario de emergencia

El formulario completo de todas las unidades esta en el Apéndice A. Como en el examen
no se permite formulario, conviene escribirlo de memoria, desde cero, unos minutos cada

dia.



Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables: Hessiano, Lagrange y problemas aplicados

Resultado: maximo relativo en (% —2), con f = %; punto silla en (% 2),

— Resolucion en el Apéndice E, p. 90.

Ejercicio propuesto 1.6.3

Adaptado de: ler extraordinario 2018-1, tipo A, problema 1.

Determine la naturaleza de los puntos criticos de f(x,y) = x* — y% — x? + 5y — 2.

Resultado: maximo relativo en (O, g), con f = %; puntos silla en <i‘/7§, g)

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 90.

Ejercicio propuesto 1.6.4

Adaptado de: ler extraordinario 2018-2, problema 1.

Determine la naturaleza de los puntos criticos de f(x,y) = (x? + y*)e™*.
Resultado: minimo relativo en (0, 0), con f = 0; punto silla en (2, 0).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 90.

Ejercicio propuesto 1.6.5

Adaptado de: 3er extraordinario 2024-1, problema 1.

Determine la naturaleza de los puntos criticos de f(x,y,z) = %x3 +2y2 -2+ %xz —4y+
2z +09.

Resultado: (0,1,1) y (—2,1,1) son ambos puntos silla, con f =8y f = 14.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 90.

Ejercicio propuesto 1.6.6

Adaptado de: 2° final 2024-2, tipo A, problema 1.

Para f(x,y,2z) = (y + 1)? = (x — 4)? + 22, determine los puntos criticos y su naturaleza.
Resultado: minimo relativo en (0, —1,0), con f = —16; puntos silla en (+2, -1, 0).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 90.
Ejercicio propuesto 1.6.7
Adaptado de: ler final 2025-2, tipo A, problema 1.

Una caja en forma de paralelepipedo rectangular esté inscrita en la region limitada por el

2 2 2
elipsoide % + yI + % = 1(con z > 0) y el plano XY. Determine las dimensiones de la
caja de volumen maximo.

Resultado: base de %g X %3’ altura v/3; Vipgr = %5’

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 91.

Ejercicio propuesto 1.6.8

Adaptado de: ler final 2024-2, problema 1.

Use multiplicadores de Lagrange para determinar el punto del paraboloide hiperbélico

z—4x? + 4y2 — 5 = 0 mas cercano al origen.

16

Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables: Hessiano, Lagrange y problemas aplicados

Criterio de la segunda derivada (tres variables). Se arma la matriz hessiana y se
calculan sus menores principales:

H= ?x ?y ?Z Ay = A= [ Sl A dern
/Xy vy yz | 1= fxx’ 2 = fx f s 3 = det
Jez fyz fez Y Y
Signos de (A1, Ay, A3) Conclusiéon

minimo relativo
méaximo relativo
punto silla

(+,+,+)
(_a +, _)

cualquier otro patrén, con Az # 0

Sila tercera fila y la tercera columna de H solo tienen ceros fuera de la diagonal, entonces
A3 = frr D

Extremos con restriccion: multiplicadores de Lagrange. Para hallar los extremos de
f sujetos a una restricciéon g = c, en el punto buscado los gradientes son paralelos:

Vf=A1Vg, g=c

Son n + 1 ecuaciones con n + 1 incognitas (las variables y 1). Es equivalente a buscar los
puntos criticos de la funcién de Lagrange L = f — A (g — ¢). El método da candidatos; el
maximo y el minimo se deciden evaluando f en todos ellos.

Extremos absolutos en una region cerrada. Si la region es cerrada y acotada (por
ejemplo, x? + 2y? < 1), f continua alcanza su méaximo y su minimo absolutos. Los
candidatos son:

1. los puntos criticos interiores (Vf = 0);

2. los extremos sobre la frontera (con Lagrange o sustituyendo la ecuacion de la frontera).
Problemas aplicados. Se traducen a una funcion objetivo (costo, 4rea, volumen, dis-
tancia) y una o varias restricciones (el dato fijo). Para minimizar una distancia conviene
usar d?: el punto que minimiza d? también minimiza d, y se evita la raiz.

Geometria que se usa.

Cuerpo Volumen  Superficie

Cilindro arh pared 27rh; base y tapa 271 (abierto: 7r?)
4 3 2

Esfera 37T 4nr

Cono %nrzh —

Caja de lados x, y, z xXyz con tapa 2(xy + xz + yz); sin tapa xy + 2xz + 2yz

1.2 Como reconocer el problema



Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables: Hessiano, Lagrange y problemas aplicados

6. f(1,1) =9y f(-1,-1)=1.

Resultado: maximo 9 en (1, 1); minimo 1 en (—1,—1).
Ejercicio 1.5.6 - Caja con tapa de material minimo
Adaptado de: 2° final 2018-1, tipo A, problema 1.

Se desea construir una caja de base rectangular con tapa y volumen de 8 m®. Calcule las
dimensiones que emplean la menor cantidad de material.

Planteamiento. Lados x, y, z [m]. Objetivo: A = 2(xy + xz + yz). Restriccion: xyz = 8,

de dondez = &
X

Resolucion.

1. A(x, y)—2xy+—6~l—E
y

2. Ax:2y——6:0=>xy:8;A :2x—E:0=>xy2:8.
¥

3. Restando: xy(x —y) =0y, como x,y > 0, x = y. Entonces x> = 8, x=y=2yz=2
4 A= 2=4A) =4 Ay =2D=16-4=12> 0y Ay > 0, minimo.

Resultado. un cubo de 2m x 2 m x 2 m, con 24 m? de material.

Ejercicio 1.5.7 - Tanque con extremos semiesféricos

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-2, problema 1.

Un tanque cilindrico con extremos semiesféricos debe contener 8000 m® de gas, con la
menor cantidad posible de material. ;Qué radio y qué altura se recomiendan para la parte
cilindrica?

Planteamiento. Radio r y altura h de la parte cilindrica. Las dos semiesferas forman una
esfera completa.

» Restriccion: 7r2h + 2213 = 8000, de donde h = 8000 _ ﬂ
3 a2 3
= Objetivo: A = 27rh + 47r2.
Resolucion.
1. Sustituye: A = 16000 _ §7ﬂ'2 + 47r? = 16000 + %an.
r

2. A’ = _ 16000 + §71:r =013 = 6000 .Como A” > 0, es minimo.

r2 3 T

3
8000 — £7r° 5000 — 8000

3. h= 2 = 3 =0.

ar nr

Resultado: r = 3/6000/7 = 103/6/7 =~ 12.4 m y h = 0: el tanque de menor material es
una esfera. El resultado es correcto y asi debe escribirse.

Ejercicio 1.5.8 - Caja inscrita en un cono
Adaptado de: ler extraordinario 2024-2, problema 1 (repetido en el ler extraordinario 2025-1).

Calcule las dimensiones de la caja de mayor volumen que est arriba del plano XY e
inscritaenel conoz =4 — /x> +y%,0< z < 4.

Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables: Hessiano, Lagrange y problemas aplicados

1.3.3 Multiplicadores de Lagrange

1. Escribe la restriccion como g = cy calcula Vf y Vg.

2. Plantea Vf = AVg componente por componente y agrega g = c.

3. Pasa todo a un lado y factoriza: 2z = 21z = 2z(1 — 1) = 0.

4. Cada factor nulo es un caso. No dividas entre una variable: al dividir entre z se
pierde el caso z = 0.

5. Sustituye cada caso en la restriccion. Si sale una contradiccion (0 = 4), el caso se
descarta. Al sacar raiz, usa +.

6. Evalia f en todos los candidatos: el mayor valor es el maximo y el menor, el minimo.

1.3.4 Problema aplicado (tanque, caja, lata)

1. Dibuja la figura y nombra las variables (r, i o x, y, z). En una caja inscrita con simetria,
el vértice es (x, y, z) y los lados son 2x, 2y y z.

2. Escribe la funcién objetivo y la restriccion.

. Despeja una variable de la restriccion y sustituye en la funcion objetivo.

4. Deriva, iguala a cero y resuelve. Si quedan dos variables, sigue 1.3.1; también se puede
aplicar Lagrange (1.3.3) sin despejar.

5. Comprueba que el punto es el extremo pedido: segunda derivada, hessiano o un
argumento fisico (en la frontera el volumen vale cero).

6. Responde todas las dimensiones, con unidades, y el valor 6ptimo si se pide. Déjalas
exactas.

w

1.3.5 Extremos absolutos en una region cerrada

1. Busca los puntos criticos de f en el interior de la regién.

2. Busca los extremos de f sobre la frontera con Lagrange (1.3.3).

3. Evalda f en todos los candidatos y compara: el mayor valor es el maximo absoluto y el
menor, el minimo absoluto.

1.3.6 Distancia minima

1. Funcién objetivo: d% = (x — a)? + (y — b)? + (z — ¢)?; restriccién: la superficie.
2. Aplica Lagrange (1.3.3).

3. Compara d? entre los candidatos y da el punto y la distancia d = \/ﬁ

1.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: 1er extraordinario 2026-1, problema 1.

Se desea construir un tanque cilindrico con un volumen de 50 m®. El material de la

base y la tapa cuesta $5 por m? y el de la superficie lateral, $3 por m® Determine las

dimensiones que minimizan el costo.

Datos: V = 50 [m?]; base y tapa: 5 [$/m?]; pared: 3 [$/m?].

Planteamiento. Radio r y altura h, en metros.

= Funcién objetivo: C = 5 (27r%) + 3 (2zrh) = 107r? + 67rh.

» Restriccion: 7r2h = 50, de donde h = 5—02
r

Resolucion.
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Unidad 2 - Parte A - Funciones vectoriales: curvas, triedro moévil, curvatura, torsién y normal a una superficie

2A.3.4 Planos del triedro y circunferencia de curvatura

1. Elige el vector normal del plano con la tabla de 2A.1 (se puede usar cualquier multiplo:
7/ x7"” en lugar de B).

2. Escribe ny(x — xp) + ny(y — y) + n3(z — zp) = 0 con el punto de la curva y simplifica.

3. Circunferencia de curvatura: radio p = < ¥ centro C=P+ pN .

2A.3.5 Longitud de arco
1. Calcula |#’(u)| y simplifica (en una hélice sale constante).

2. s(t) = J [F”(u)| du, desde el punto donde empieza a medirse.
)

3. Para reparametrizar, despeja t(s) y sustituye en 7.
4. Para «la posicion después de recorrer L unidades», resuelve s(t) = Ly evalta F(t).

2A.3.6 Curva y superficie
1. Vector normal de la superficie en el punto: N= ﬁp X ﬁm o N = VF.

2. Tangencia: comprueba que el punto esta en la curva y en la superficie, y que 7 '(t0)~ﬁ =
0.

N
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3. Angulo: sena = . Si el producto punto vale cero, el &ngulo es 0: la curva es

71N
tangente.

4. Plano tangente y recta normal: con N y el punto (2A.1).

5. Recta tangente a una interseccioén: ﬁl = VF,(P), Nfz = VF,(P), direccién Kll x Kfz;
simplifica la direccién dividiendo entre un factor comun.

2A.3.7 Producto cruz

ik
dxb=la; ay as| = (aghs —ashy, —(arb3 —ashy), arb, — azhy)
by by b

Componente i: tapa la primera columna y calcula ayb; — azb,.

Componente j: tapa la segunda columna, calcula a;b; — azb; y cambiale el signo.
Componente k: tapa la tercera columna y calcula a;b; — ayb;.

Comprueba: el resultado multiplicado (punto) por d y porg da cero.

ixj= I;, jx k= 1, kxi= J; en orden contrario cambia el signo.

gk LN

2A.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: ler final 2025-1, tipo A, problema 2.

Sea la curva C de ecuacién vectorial 7(t) = 3costi+ 3sentj + 4t k.

= a) Obtenga la ecuacion vectorial de C en términos de su longitud de arco s.
» b) Determine los vectores T, N y Benel punto (=3, 0,47x).

Como préctica se calculan también «, 7, ar, ay y los tres planos.

Datos: hélice de radio 3 y paso 8r; punto P(—3,0, 47).
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Presentacién y como usar este cuaderno

= Cada sabado: un examen completo de 2 horas, cronometrado, sin consultar y sin
calculadora, y la revisién con las resoluciones.

Semana Unidades

1 (extremos) y 2 Parte B (coordenadas curvilineas)

3 (integrales de linea) y 4 Parte B (flujo y teorema de Gauss)

2 Parte A (curvas) y 4 Parte A (integrales dobles y Green)

4 Parte B (Stokes e integrales de superficie) y repaso de errores
Examenes completos y Apéndice A de memoria

TR W N =

El orden va de lo que mas puntos da por hora de estudio a lo que menos (véase la Unidad
0).
Ruta de 2 semanas.

= Unidades 1, 2 Parte B, 3 y el flujo con el teorema de Gauss de la 4 Parte B, con sus
ejercicios de examen.

= Un examen completo cada 3 dias.

= Formulario del Apéndice A todos los dias, de memoria: en el examen no se permite
formulario.

Regla de emergencia. Nunca dos dias seguidos sin estudiar. Un dia minimo (30 minutos

y un ejercicio) cuenta como dia cumplido.

Licencia

© 2026 luigisrs.me. Esta obra esta bajo una licencia Creative Commons Atribucion-
NoComercial-CompartirIgual 4.0 Internacional (CC BY-NC-SA 4.0): https://
creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es

Puedes copiarla, distribuirla y adaptarla con fines no comerciales, siempre que cites al
autor (luigisrs.me) y compartas las adaptaciones con la misma licencia.

Los enunciados de los examenes se citan como fuente y pertenecen a sus autores. Las
referencias completas estan en el Apéndice D.

Unidad 2 - Parte A - Funciones vectoriales: curvas, triedro mévil, curvatura, torsién y normal a una superficie

= ar cambia la rapidez: si es negativa, la particula frena.
= gy > 0 cambia la direccion: es la parte que hace girar.
» Como vectores: dr = ar Ty dy = d — ar.

Vector normal a una superficie.

-

= Superficie dada por su ecuacién vectorial ﬁ(p, m): N = ﬁp X Rp,.
= Superficie dada por F(x, y,z) = 0: N = VF.
X _Y~W _Z2"%

= Plano tangente en P: N- (X — P) = 0. Recta normal: i =
Ny N, Ns
= Una curva que pasa por P es tangente a la superficie en P si 7’ () - N=o.
= Angulo entre una curva y una superficie: es el complemento del angulo entre 7’ y
la normal, asi que se usa el seno:

N
7| IN|

S o
= Curva de interseccion de dos superficies: su direccién tangente en P es Nj x Nj.

Derivadas que se usan.

Funcién Derivada
sen(at) a cos(at)
cos(at) —asen(at), con signo menos
cosht senht, sin signo menos
senht cosht
At aedt
2
ln(tz) ?
11,
2t 2 2t2
Valores: sen0 = 0, cos0 = 1; sen% =1, cos% = 0;senm = 0,cosw = —1; cosh0 = 1,
senh 0 = 0.

2A.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento

«vectores T, N , B», «triedro mévil» en un punto  triedro 2A3.1y2A3.2

«curvatura», «radio de curvatura», «torsién» K, p, T 2A.3.2

«particula», «aceleracion tangencial y normal»  componentes dela  2A.3.3
aceleracion

«plano osculador», «normal», «rectificante», planos del triedro 2A34

«centro de la circunferencia de curvatura»
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Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Unidad Tema Extraordina- Finales Total
rios
4,Parte A Integrales dobles: areas, 5de 11 14de 24 19de35
volumenes, cambio de variable,
teorema de Green
Observaciones:

= Casi todo examen tiene un problema de cada unidad y dos de la Unidad 4. Ningtn
tema se puede dar por perdido, pero si se puede elegir por donde empezar.

= Los extraordinarios cargan mas en flujo con el teorema de Gauss y en trabajo en
coordenadas polares, cilindricas o esféricas. Los finales, en integrales dobles y en curvas.

= Los problemas se reciclan. El ler extraordinario 2024-2 y el ler extraordinario 2025-1
son idénticos. El 3er extraordinario 2024-1y el 2° final 2024-1 se aplicaron el mismo
dia y comparten cuatro de sus seis problemas. El 2° extraordinario 2018-2 es el 2° final
2018-2. Las versiones A y B del 1er final 2018-1 traen los mismos problemas en otro
orden. Resolver exdmenes anteriores es la mejor preparacion.

0.3 Orden de estudio por puntos

1. Unidad 1 (extremos) y Unidad 3 (integrales de linea): salen siempre y son mecanicas.

2. Unidad 2, Parte B (coordenadas curvilineas): en los exdmenes recientes las transfor-
maciones son lineales y todo se reduce a aritmética.

3. Unidad 4, Parte B, solo el flujo con el teorema de Gauss: casi siempre la divergencia
es una constante y el flujo es esa constante por un volumen conocido.

4. Unidad 2, Parte A (curvas): siempre la misma receta de tres derivadas y un producto
cruz.

5. Unidad 4, Parte A (integrales dobles y Green) y el resto de la Parte B (Stokes,
integrales de superficie).

Si el tiempo no alcanza, se recorta en este orden:

1. Las integrales de superficie directas y el area de una superficie.

2. El teorema de Stokes.

3. El teorema de Green y el cambio de variable en integrales dobles.
No conviene recortar:

= el Hessiano, Lagrange y los problemas aplicados;

= los factores de escala, los vectores base y el jacobiano;

= el trabajo y la funcién potencial;

= el flujo con el teorema de Gauss;

= la curvatura y el triedro T, N, B.

0.4 En el examen (120 minutos)

1. Lee todo el examen (5 min) y reparte el tiempo segan la puntuacion: unos 18
minutos por problema.

Unidad 2 - Parte A - Funciones vectoriales: curvas, triedro movil, curvatura, torsién y normal a una superficie

Unidad 2 - Parte A - Funciones vectoriales: curvas, triedro movil,
curvatura, torsion y normal a una superficie

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno utilizara e interpretara
las variaciones de una funcién vectorial de variable vectorial y las aplicara
para resolver problemas fisicos y geométricos en el sistema de referencia mas
conveniente.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en 32 de los 35 exdmenes revisados, de 2016 a 2026. Casi
siempre es el problema 2 y vale de 15 a 20 puntos.
= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 2A.1 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 2A.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 2A.5 con cronémetro (15 min cada uno).

2A.1 Conceptos y expresiones

Funciones vectoriales. Una funcion vectorial de variable escalar asigna a cada valor
del parametro ¢ un vector:

F(t) = x(8)1 + y(O) ] + 20 k = (x(t), y(2), 2(t))

Cuando 7(t) es el vector de posiciéon de una particula, su extremo describe una curva
y t suele ser el tiempo. Una funcidén vectorial de variable vectorial, como ﬁ( p,m),
depende de dos o mas parametros: con dos parametros describe una superficie. Un
campo vectorial asigna un vector a cada punto del espacio, por ejemplo F(x, ¥, 2).

Derivada. Se deriva componente por componente:

)= (X, y @), (1))

= 7’(t) es tangente a la curva y apunta en el sentido en que crece t.

= En mecénica: velocidad ¥ = 7’, rapidez ||, aceleracion d = 7”.

= Para R(p,m) se usan las derivadas parciales R, y Ry, que son tangentes a la superficie.
Propiedades de la derivada.

s (U+v)Y =u' +v' y(fu) = fu+ fu'

= UV =u’ v+u-v.

= (UxV) =u’xV+1iuxv’,sin cambiar el orden de los factores.

= Si|F(t)| es constante, entonces 7 -7’ = 0: el vector y su derivada son perpendiculares.
Diferencial. dF = 7’(t)dt es un vector tangente a la curva; su norma |dF| = ds es el
elemento de longitud de arco. Para una superficie, dR = R, dp + R, dm: los vectores R, y

ﬁm generan el plano tangente.



Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables: Hessiano, Lagrange y problemas aplicados

Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables:
Hessiano, Lagrange y problemas aplicados

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno determinara los valores
extremos de funciones de dos o mas variables y resolvera problemas de
optimacion relacionados con ingenieria.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en los 35 examenes revisados, de 2016 a 2026. Casi siempre
es el problema 1 y vale de 15 a 20 puntos.
= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 1.1 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 1.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 1.5 con cronémetro (18 min cada uno).

1.1 Conceptos y expresiones

Extremos relativos y absolutos. Sea f una funcién de dos o mas variables.

= f tiene un maximo relativo en P, si f(P) < f(P,) para todo P cercano a Py, y un
minimo relativo si f(P) > f(P,).

= El extremo es absoluto si la desigualdad se cumple en todo el dominio o en toda la
region que indica el problema.

= El punto es (xp, p); el valor extremo es f(xg, ¥). Los exdmenes suelen pedir los dos.

Puntos criticos. Si f tiene un extremo relativo en un punto interior donde existen sus

derivadas parciales, entonces todas se anulan:

Vf=0 <= f,=0 f,=0( f,=0)

Esta es una condicién necesaria, no suficiente. Un punto critico que no es maximo
ni minimo es un punto silla: en una direccién la funcion sube y en otra baja, como
f = x? — y? en el origen.
Criterio de la segunda derivada (dos variables). En un punto critico se calcula el
determinante hessiano

fex
D= = fxxfyy - (fxy)z

f xy f Yy
Condicién en el punto critico Conclusién
D>0y fix >0 minimo relativo
D>0y fix <0 maximo relativo
D<o punto silla
D=0 el criterio no decide

Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables: Hessiano, Lagrange y problemas aplicados

V78 1

Resultado: (0, =, §>, a una distancia

N
T
—> Resolucién en el Apéndice E, p. 91.

1.7 Errores frecuentes

1. Cuadrado de un negativo: (-3)> = +9y (-8)> = +64. En D = fexfyy = (fxy)2 el
signo menos de afuera se conserva: —(—8)? = —64.

2. Perder la raiz x = 0: en 2x(3x — 4) = 0 hay dos factores y dos soluciones. Cuenta los
factores antes de seguir.

3. Dividir en lugar de factorizar: dividir entre x, z o (y — x) elimina el caso en que ese
factor vale cero, y con él puede perderse el maximo.

4. Clasificar con f},,: con D > 0, el tipo lo decide f,,. Si D <0, es silla sin mirar nada
mas.

5. Aritmética incompleta: 6x - 6y = 36xy, no 6xy. Al evaluar f se sustituyen todos los
términos.

6. Coordenada intrusa: la segunda coordenada se obtiene con la ecuacién ya despejada.
Si se usa otra (por ejemplo y? = x en lugar de y = x?) pueden aparecer puntos que no
son criticos.

7. Raiz olvidada: y* = 4 = y = +2. Se escriben los dos puntos.

8. Basey tapa: un tanque cerrado tiene 272 de base y tapa; uno abierto, 77r2. Se responden
el radio y la altura.

9. Caja inscrita: con simetria, los lados son 2x y 2y, y el volumen es 4xyz, no xyz.

10. D = 0 no significa «no hay extremo», sino que el criterio no decide.

1.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Puntos criticos: Vf = 0. Factoriza; no dividas.

» 2variables: D = fi f,, — fxzy =D >0, fyxy > 0minimo - D > 0, f, <0 maximo-D <0
silla - D = 0 no decide.

= 3variables: (Ay, Ay, A3) = (+,+, +) minimo - (—, +, —) maximo - otro patrén con Az = 0
silla.

= Lagrange: Vf = AVg, g = ¢ — casos — evalia f en todos.

= Region cerrada: puntos criticos interiores + frontera con Lagrange — compara valores.

» Distancia: minimiza d?.

» Cilindro V = nr2h, pared 2zrh - esfera V = %7‘[}’3, A=4mr% conoV = %m‘zh - caja
con tapa 2(xy + xz + yz), sin tapa xy + 2xz + 2yz.

1.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Escribe qué tipo de problema es: libre (2 o 3 variables), Lagrange, aplicado o regién
cerrada.

. Para un aplicado: dibujo, variables, funcion objetivo y restriccién, antes de derivar.

. Las derivadas en general, luego igualadas a cero.

. Factoriza y anota todos los puntos.

. D (0 Ay, Ay, A3) en general y luego en cada punto.

. La tabla final: punto - criterio - tipo - valor de f, con el resultado exacto recuadrado.

N U W N
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Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables: Hessiano, Lagrange y problemas aplicados

Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento
«naturaleza de los puntos criticos», puntos criticos y 1.3.1
«extremos relativos» de f(x,y) hessiano en 2
variables
lo mismo, con f(x,y,z) hessiano en 3 1.3.2
variables
«valores de k que hacen a E minimo o silla» hessiano con un 1.3.1
parametro
«sujeta a la restriccién», «sobre la Lagrange 13.3
circunferencia», «mediante multiplicadores
de Lagrange»
«costo C(x, y) = ...; minimice» (la funcién ya  hessiano en 2 1.3.1
esta dada) variables
tanque, caja, lata, «menor cantidad de problema aplicado 1.3.4
material», «volumen méximo»
caja «inscrita» en un cono, paraboloide o aplicado con el 1.3.4
elipsoide vértice sobre la
superficie
«valores extremos en la region x? + 2y? < 1»  extremos absolutos 135
en region cerrada
«punto mas cercano al origen», «distancia Lagrange con d? 1.3.6

minima»

1.3 Procedimientos

1.3.1 Puntos criticos y hessiano en dos variables

1. Calcula fy y fy. En la derivada parcial respecto a x, la y se trata como constante: si
multiplica a la x se conserva; si va sola, su término se anula.

2. Igualaacero: f, =0y f, =0.

3. Despeja la ecuacion mas sencilla (casi siempre queda y = ...) y sustitiyela en la otra.
4. Pasa todo a un lado y factoriza: 2x(3x —4) =0=>x=00x = %. Cada factor da un

punto.

[ BN B NS, |

1.3.2 Hessiano en tres variables

. Obtén la otra coordenada con la ecuacion ya despejada en el paso 3.
. Caleula fyx, fyys fry Y D= faxfyy = ( fxy)2 en general.
. Evaltia D en cada punto y clasifica con la tabla de 1.1. Con D > 0, el tipo lo decide f.,.
. Calcula f en cada punto. Resume en una tabla: punto - D - f,., - tipo - valor.

1. Resuelve f, =0, f, =0, f, = 0, factorizando igual que en 1.3.1.

2. Arma H en general.
3. Calcula Ay, Ay y Az en cada punto.

4. Clasifica con la tabla de signos de 1.1y calcula f en cada punto.

10

Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables: Hessiano, Lagrange y problemas aplicados

Planteamiento. Por simetria, el vértice superior de la caja es (x, y, z) con x,y > 0, sobre
el cono; los lados son 2x, 2y y z. Con s = /x2 + y2:

V(x,y)=4xy(4—s)

Resolucion.
52 2
L Vx:4J’[(4_s)__]=0yVy=4x[(4—s)——]:0,
S s
x2 y
2. Comox,y>0:4—s=—="—,asiquex=yys=+2x.
s s
2
VTN U S S - SN )
2x A2 J2 3

4. s:§yz:4—§:§.
5. En el borde de la region (x = 0, y = 0 0 s = 4) el volumen es cero, asi que este Gnico
punto critico es el maximo.

Resultado: base de %E X %E, altura % Y Vinax = 4x%z = % u’

Ejercicio 1.5.9 - Extremos en una region cerrada

Adaptado de: 1er final 2025-1, tipo A, problema 1.

Obtenga los valores extremos de f(x,y) = 2x%>+y? enlaregion R = {(x, y) | x* +2y% < 1}.
Resolucién.

L. Interior: fy = 4x =0y f, = 2y = 0 dan (0,0), con f = 0.

. Frontera g = x* +2y? = 1: 4x = 2Ax = 2x(2 - 1) = 0y 2y = 4Ay = 2y(1 — 21) = 0.
. Casox:0:2y2:1=>y:i§,conf: 1
.CasoA=2:2y(1-4)=0=>y=0yx==1,con f =2.

. Comparacién: 0 < % <2

g W N

Resultado: minimo absoluto 0 en (0, 0); maximo absoluto 2 en (%1, 0).

1.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.1.

Ejercicio propuesto 1.6.1

Adaptado de: 2° final 2025-1, tipo A, problema 1.

Determine la naturaleza de los puntos criticos de f(x,y) = %x3 + %xz + 9%+ 2x + 4y.
Resultado: minimo relativo en (-1, —2), con f = —%; punto silla en (-2, —2).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 90.

Ejercicio propuesto 1.6.2

Adaptado de: 1er final 2024-1, tipo A, problema 1.

Para f(x,y) = § y% — x% — 8y + x, determine los puntos criticos y su naturaleza.
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Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables: Hessiano, Lagrange y problemas aplicados

1. Sustituye: 67r - 0 _ @, asi que C(r) = 107r% + 300
Bo_ " o s0_1 '
2. C'()=20mr - 2R =0 p =20 _ 1
re 20 &
” 600 o
3. C”(r) = 20 + — > 0: es un minimo.
r
4 p=20 _30r _50r 10
a2 g3 15 3
10713 150

450

5. Costo: como 10772 = —,quedaC =
r

r

.
10
Resultado: r = }/15/7 ~ 1.68 m, h = ?3/15/7r = 5.61my Gy, = 4503/7/15 = $267.

Como la pared es mas barata que la base y la tapa, el tanque optimo es alto:
su altura es % de su radio. Con el mismo precio en todo el material saldria
h=2r.

1.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 1.5.1 - Puntos criticos con una raiz en cero

Adaptado de: 2° final 2025-2, tipo A, problema 1.

Determine la naturaleza de los puntos criticos de f(x,y) = 2x° + 4y% — 8xy + 2.

Resolucion.

1. fy =6x2—8yyfy =8y — 8x.

2. fy=0=>yzx.Enfx=0:6x2—8x=0=>2x(3x—4)=0,asiquex=00x= g.
3. Puntos criticos: (0,0) y (%, %)

4. fex =12x, fy, = 8, foy = —8, de donde D = 96x — (—8)* = 96x — 64.

5. (0,0): D = —64 < 0, punto silla, con f = 2.

6. (5.3):D=128-64=64>0y fi, = 16 > 0, minimo relativo.

Ejercicio 1.5.2 - Costo de produccién
Adaptado de: ler extraordinario 2025-2, problema 1.
Los costos de produccién de un articulo son C(x, y) = 2x3 + y? — 6xy + 4y + 100, donde

x son las horas-hombre y y las horas-maquina. Determine las horas que minimizan el
costo y el costo minimo.

Resolucion.

1. Ce=6x2—6y=0=y=x2

2. Cy=2y—6x+4=0.Cony=x%2x"—6x+4=0=(x—-1)(x—2)=0.
3. Puntos criticos: (1,1) y (2, 4).

4. Cyx = 12x, Cyy, = 2, Cy), = —6, de donde D = 24x — 36.

5. (1,1): D = —12 < 0, punto silla.

6. (2,4): D=12> 0y Cyy = 24 > 0, minimo.

7. C(2,4) =16 + 16 — 48 + 16 + 100 = 100.

Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables: Hessiano, Lagrange y problemas aplicados

Resultado: 2 horas-hombre y 4 horas-maquina, con un costo minimo de 100.

Ejercicio 1.5.3 - Funcién con un parametro
Adaptado de: ler extraordinario 2024-1, problema 1.

Sea f(x,y) = kx? — 4xy + y?. Determine:

= a) las coordenadas de su unico punto critico E;

= D) los valores de k que hacen a E un minimo;
= ¢) los valores de k que hacen a E un punto silla.

Resolucioén.

1 fy=-4x+2y=0=y=2x.En f, = 2kx — 4y = 0: 2kx — 8x = 2x(k — 4) = 0.

2. a) Sik # 4, la nica solucién es x = 0, y = 0: E(0, 0).

3. fux =2k, fyy =2, fxy = —4,de donde D = 4k — 16.

4. b) Minimo: D > 0y fy, > 0, es decir, k > 4 (y entonces 2k > 0). k > 4.

5. ¢) Silla: D < 0, es decir, k < 4.

6. Conk=4,D=0y f = (2x — y)?: toda la recta y = 2x es de puntos criticos y E deja

de ser unico. Ningtn valor de k da maximo, porque D > 0 obliga a f,, > 0.

Ejercicio 1.5.4 - Tres variables

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-1, problema 1.

Establezca la naturaleza de los puntos criticos de f(x,y,z) = x% + % y? - %z3 -x+y+
xy+z—4.

Resolucion.

1. fx:2x—1+y=0,fy:y+l+x=0yfz=—zz+l:0=>z=t1.

2. De2x+y=1yx+y=—1restando:x =2y y=—-3.

3. Puntos criticos: P;(2,—3,1) y P»(2, -3, —1).

2 1 0
4. H=[1 1 0 A =2A=2-1=1A3=-22-Ay =2z
0 0 -2z
5. Pi: Ay = —2, signos (+, +, —), punto silla; f(P;) = 4+g—%—2—3—6+1—4:—%.
6. Py: As = 2, signos (+, +, +), minimo relativo; f(P,) =4+ g + % —2-3-6—-1—-4=
43
—

Ejercicio 1.5.5 - Lagrange sobre una circunferencia

Adaptado de: 2° extraordinario 2024-2, problema 1.

Obtenga los valores extremos de f(x,y) = (x + 2)(y + 2) sujeta a x> + y* = 2.

Resolucién.

1. Vf=(+2 x+2)yVg=(2x, 2y).

. Sistema: y + 2 = 2Ax, x + 2 = 21y, x* + y? = 2.

. Resta la segunda de la primera: y — x = —2A(y — x), asi que (y — x)(1 + 21) = 0.

. Caso y = x: 2x? = 2 = x = =1. Candidatos (1,1) y (=1, —1).

. Caso A = —%: y+2=—x,0seay = —x — 2. En la restriccién: x* + (x + 2)? = 2 =
2(x + 1)2 = 0, que da otra vez (—1,—1).

o WD



